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Prélogo

Este libro representa una introduccién a la teoria de los
métodos numéricos en la que se emplea un minimo de
informacién de tales apartados de las matemdticas como
son el andlisis, el dlgebra lineal y la teoria de ecuaciones
diferenciales. El libro ha surgido como resultado de elabora-
cién de las conferencias dictadas por el autor durante varios
afios para los estudiantes de la facultad de matemédtica de
cdlculo y cibernética de la Universidad de Moscii Lomo-
nbsov.

El contenido del libro es tradicional: interpolacién
y aproximacién, integracién numeérica, resolucién de ecua-
ciones no lineales, métodos directos e iterativos de resolu-
ci6bn de los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales,
métodos de diferencias destinados a resolver el problema
de Cauchy y problemas de contorno para las ecuaciones
diferenciales ordinarias.

La aspiracién del autor fue hacer la exposicién compren-
sible de la primera lectura, prestando una atencién especial
a los conceptos principales de la teoria de los métodos
numéricos e ilustrdndolos con los ejemplos més simples.

Para la resolucién numérica de varios problemas de la
fisica y de la técnica descritos por las ecuaciones de la fisica
matemética se emplea actualmente el método de diferencias
finitas. Los conceptos principales de la teoria de los métodos
de diferencias (aproximacién, estabilidad, convergencia) se
ilustran con ejemplos de esquemas de diferencias para las
ecuaciones diferenciales ordinarias. Al aproximar las ecua-
ciones diferenciales, obtenemos ecuaciones en diferencias
que representan sistemas de ecuaciones lineales de orden
superior con matrices del tipo especial (tienen muchos
elementos nulos), por ejemplo, tridiagonales. Un papel de



B Prélogo

importancia lo desempefia la eleccién de los métodos efecti-
vos (directos e iterativos) para resolver los sistemas mencio-
nados. Con este motivo en el libro se exponen los fundamen-
tos de la teoria general de métodos iterativos. Una gran
atencién se ha dedicado a la cuestién de estabilidad de los
célculos en los ordenadores. En el capitulo V viene una
exposicién sencilla de la teoria de estabilidad del problema
de Cauchy para el sistema de ecuaciones en diferencias de
primer orden. Aqui se han obtenido las condiciones coinci-
dentes de estabilidad necesarias y suficientes de los esque-
mas de diferencias y, ademaés, se ha investigado la estabili-
dad asintética de los esquemas de diferencias.

En los dos tultimos capitulos del libro (VI y VII) se
analizan métodos de diferencias para resolver las ecuaciones
elipticas y la ecuacién de conductibilidad térmica. Estos
capitulos son complementarios y permiten realizar el paso
a la teoria de esquemas de diferencias para las ecuaciones
en derivadas parciales.

Una exposicién mds detallada de los apartados separados
de los métodos numéricos se da en los libros: «Teoria de
esquemas de diferencias» por Samarski A. A., «Métodos de
resolucién de las ecuaciones reticularess por Samarski A. A.,
Nikoldev E. S., y otros que se indican en la lista al final
del libro.

El libro esté destinado a los estudiantes de los primeros
afios que eligen como su especialidad la matemética apli-
cada y la fisica matemética; este libro puede resultar ttil
también para postgraduados y colaboradores cientificos que
estudien los métodos numéricos.

A, A. Samarski



Introduccién

La aparicién y el perfeccionamiento incesante de los
ordenadores de alta velocidad han conducido a una trans-
formacién auténticamente revolucionaria de la ciencia em
general y de las matemaéticas, en particular. Ha cambiado
la tecnologia de las investigaciones cientificas, han aumen-
tado inmensamente las posibilidades de los estudios teéri-
cos, del pronéstico de procesos complejos, de la proyeccion
de las construcciones de ingenieria. Unicamente gracias a la
aplicaci6n de la simulacién matemética y de nuevos métodos
numéricas destinados para los ordenadores se hizo posible
resolver grandes problemas cientifico-técnicos tales como
el dominio de la energia nuclear y la asimilacién del cosmos.

El primer gran problema, el dominio de la energia
nuclear, requiere que se resuelva un conjunto de problemas
complejos de la fisica y mecanica (manejo del trabajo de
la caldera nuclear. la utilizacién de la energia proveniente
de la fisién de los niicleos de uranio, la proteccién de la
irradiacién penetrante, el enfriamiento de las paredes de
reactor, el estudio de los campos térmicos y de tensiones
elésticas en las paredes, la resolucion de varios otros proble-
mas). Todos estos problemas han de ser resueltos antes de
que empiece a trabajar una caldera, usando para este fin
la descripcién matemitica (un modelo) y realizando célculos.
numéricos en el ordenador. El segundo gran problema con-
sistente en la asimilacién del cosmos estd relacionado con
la creacién de aparatos voladores y la resolucién para estos.
tiltimos de diferentes problemas aerodindmicos y balisticos
(por ejemplo, el célculo del movimiento de un cohete y la
direccién de su vuelo). En este dominio también hay un
conjunto de problemas complejos de la mecénica, fisica
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¥ técnica los cuales pueden ser resueltos sélo aplicando los
métodos numéricos,

Indiquemos un problema més planteado ante la huma-
nidad, esto es, la bisqueda de nuevas fuentes de energia.
Uno de los proyectos fundamentales para obtener energia
consiste en emplear la reaccién de fusién termonuclear
dirigida de los nicleos de deuterio y de tritio. Los recursos
de combustible termonuclear en la Tierra son practica-
mente inagotables, mientras que los productos de reaccién
no ensucian el ambiente. No obstante, la reaccién termo-
nuclear comienza sélo en condiciones extremadas: a una
altisima temperatura (decenas y centenas de millones de
grados) y enorme compresién (miles de veces) del deuterio
¥ tritio; ademds, se requiere mantener la sustancia com-
bustible en dicho estado durante un periodo de tiempo que
sea suficiente para que se desarrolle la reaccién de com-
bustién (del sintesis). La creacién de las condiciones mencio-
nadas es un problema cientifico-técnico que por ahora no
astd resuelto. Existen varios proyectos destinados a calen-
tar, comprimir y mantener el combustible termonuclear
(plasma). Al realizarlos surge una serie de cuestiones que
deben ser resueltas antes de proceder a la proyeccién de
las instalaciones correspondientes, incluso experimentales.
Es menester estudiar ante todo el comportamiento del
plasma a altas temperaturas y densidades, en campos mag-
néticos y, ademds, aclarar las condiciones bajo las cuales
resulta posible la propia reaccién de la sintesis termonuclear.

Las investigaciones de tal indole se efectiian a base de
la descripcién matemética (modelo matemético) de los
procesos fisicos y la resolucién ulterior de problemas mate-
méticos correspondientes en el ordenador con ayuda de
algoritmos de célculo (computacionales).

Hoy dia podemos decir que ha surgido un método nuevo
para la investigaci6n tedrica de los procesos complejos que
admiten la descripcién matemética: se trata de un experi-
mento de cilculo, es decir, la investigacién de los proble-
mas cientificos naturales por medio de la matemdtica de
célculo. Expliquemos la esencia de este método de investi-
gacion con un ejemplo de resolucion de un problema fisico.
Supongamos que se pide estudiar cierto proceso fisico. A la
invesligacion matemAtica le precede la eleccion de una
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aproximacidn fisica, es decir, se debe determinar qué facto-
res han de tomarse en consideracién y cudles pueden ser
menospreciados. Resuelta la cuestién citada, se realiza la
investigacién del problema mediante un experimento de
célculo, en el que pueden distinguirse las siguientes etapas
principales.

En la primera etapa se elige un modelo matemético, es
decir, la descripcién aproximada del proceso en forma de
ecuaciones algebraicas, diferenciales o integrales. Estas
ecuaciones expresan corrientemente las leyes de conservacion
de las magnitudes fisicas principales (la energia, la cantidad
de movimiento, la masa, etc.). El modelo matemitico
obtenido ha de ser investigado recurriendo a la teoria de
ecuaciones diferenciales. Se debe establecer si el problema
estd planteado correctamente, si los datos de partida son
suficientes y ellos no contradicen los unos a los otros, si
existe la soluciéon del problema planteado y si es iinica.
En esta etapa se emplean los métodos de la matematica
cldsica. Hemos de sefialar que muchos problemas fisicos
conducen a ciertos modelos matematicos cuya elahoracion
tedrica acaba de iniciarse. En la prictica nos vemos obli-
gados a resolver problemas de la fisica matemdtica, para
los cuales no existen teoremas de existencia y unicidad.

La segunda etapa del experimento de cilculo consiste en
la construccion de un método numérico aproximado que se
usa para resolver el problema, es decir, en la cleccion del
algoritmo de cédlculo. Por algoritmo de cédlculo se entiende
una sucesion de operaciones aritméticas y 16gicas que ayudan
a encontrar la solucién del problema matemitico formulado
en la primera etapa. Més abajo se discutirin detalladamente
las exigencias que se presentan a un algoritmo de calculo
destinado para el empleo en los ordenadores modernos.
El presente libro estd dedicado, en esencia, al estudio de
los algoritmos de célculo elementales.

En la tercera etapa se lleva a cabo la programacion del
algoritmo de célculo para el ordenador y en la cuarta etapa,
los céilculos en el ordenador. No nos detendremos en las
cuestiones ligadas con la programacion, organizacién y rea-
lizacién de los cdlculos en el ordenador, puesto que todas
estas cuestiones salen de los margenes del libro. Notemos
s6lo que todas las operaciones referentes a la programacién
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deben estar en una relacién estrecha con la elaboracién de
los algoritmos numéricos concretos.

En fin, a titulo de la quinta etapa del experimento de
calculo puede indicarse el andlisis de los resultados numé-
ricos obtenidos y la precisién posterior del modelo matemé-
tico. Puede suceder que el modelo es demasiado aproximado
(el resultado de los calcules no concuerda con el experimen-
to fisico) o bien el modelo es muy complejo y la solucién
puede obtenerse con una exactitud suficiente empleando
modelos més simples. En este caso el trabajo se inicia desde
la primera etapa, es decir, se precisa el modelo matemaético
y se repasan otra vez todas las etapas.

Hemos de notar que un experimento de cdlculo no es,
como regla, una operacién sencilla de cilculo por formulas
estandar, sino, ante todo, los cdlculos de toda una serie
de variantes para diferentes modelos matematicos.

Ahora, fijemos nuestra atencién en ciertas caracteristi-
cas y exigencias generales concernientes a los algoritmos de
calculo. La elaboracién e investigacién de los algoritmos de
calculo y la aplicaciéon de éstos a la resolucién de los pro-
blemas concretos constituyen el contenido de un gran aparta-
do de la mateméitica moderna: matematica de calculo.

La matemdtica de cdlculo se determina en el amplio
sentido de este término como un apartado de las matemati-
cas que incluye un conjunto de cuestiones relacionadas con
el empleo de los ordenadores; en el sentido estrecho dicho
apartado de las mateméticas se entiende como teoria de los
métodos numéricos y de los algoritmos para resolver los
problemas mateméticos planteados. En lo sucesivo la
matematica de calculo se considerard sélo en el sentido
estrecho.

Hay un rasgo comiin para todos los métodos numéricos
que consiste en reducir todo problema matemético a uno
que sea de dimensién finita. Esto se consigue con mayor
frecuencia discretizando el problema de partida, es decir,
pasando de las funciones de un argumento continuo a las
de argumento discreto. Discretizado el problema de partida,
se debe construir un algoritmo de cdlculo, es decir, indicar
la sucesién de operaciones aritméticas y légicas que se
ejecutan en el ordenador y que proporcionan, tras un nimero
finito de operaciones, la solucién del problema discreto.
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La solucién obtenida del problema discreto se considera
como solucién aproximada del problema matemédtico de
partida.

Al resolver problemas en el ordenador obtenemos siempre
no la solucién exacta del problema de partida, sino cierta
soluci6bn aproximada. ¢A qué se debe el error que surge?
Pueden ser indicadas tres razones principales a consecuencia
de las cuales surgen errores en la resolucién numérica del
problema matemético de partida. Ante todo, los datos de
entrada del problema de partida (condiciones iniciales y de
frontera, coeficientes y segundos miembros de las ecuaciones)
se dan siempre con cierta inexactitud. Un error del método
numérico condicionado por la prefijacion inexacta de los
datos de entrada suele denominarse error inevitable. Luego,
al sustituir el problema de partida por otro problema
discreto aparece un error que se llama error de discretizacién
o, de otra forma, error del método. Por ejemplo, sustituyendo
la derivada u’ (z) por una razén de diferencias (u (z 4 Az) —
— u (z))/Az, cometemos un error de discretizacién que
para Az — 0 tiene el orden Az. Finalmente, el orden finito
de los nimeros que se suministran al ordenador lleva a errores
de redondeo que pueden acumularse en el transcurse de los
cilculos. Es natural exigir que los errores en la prefijacién
de la informacién inicial y el error que surge como resultado
de discretizacién sean concordados con el error de la solu-
cién del problema discreto en el ordenador.

De lo dicho proviene que la exigencia principal que se
levanta ante el algoritmo de cédlculo es exactitud. Dicha
exigencia quiere decir que el algoritmo de célculo debe
asegurar la solucién del problema de partida con la exactitup
prefijada & = 0, realizadas un namero finito ¢ (&) de ope-
raciones. El algoritmo ha de ser realizable, es decir, debe
proporcionar la solucién del problema en tiempo de miquina
admisible. Para la mayoria de los algoritmos el tiempo que
se necesita para resolver el problema (volumen de los célcu-
los) Q (e) crece al aumentar la exactitud, es decir, cuando
disminuye e. Por supuesto, se puede prefijar e tan pequeiio
que el tiempo de resolucién del problema se hars inadmisible-
mente grande. Resulta importante conocer que el algoritmo
da en principio una posibilidad de obtener la solucién del
problema con cualquier exactitud. Sin embargo, en la
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préctica la magnitud de e se elige tomando en consideracién
una posibilidad de realizar el algoritmo en el ordenador
dado. Para cualguier problema, algoritme y ordenador
existe un valor individual de e.

Es natural de aspirar a que el nimero de operaciones
(v, de este modo, el tiempo de miquina para la resolucién
del problema) @ (e) sea minimo para el problema dado.
Para cualquier problema se pueden ofrecer varios algorit-
mos que proporcionen (para e — 0) una exactitud e > 0
igual en orden, pero con diferente nimero de operaciones
Q (e). Entre estos algoritmos (de los cuales suele decirse
que ellos son equivalentes segin el orden de exactitud) se
debe elegir uno que preporcione la solucién con un gasto
minimo de tiempo de méquina (nimero de operaciones
Q (e)). Tales algoritmos se denominardn econdémicos.

He aqui una exigencia més que ha de ser satisfecha por
el algoritmo de célculo, es decir, el requisito de que no
haya parada de emergencia (de indisponibilidad) del orde-
nador en el proceso de los cdlculos,

Es necesario tener en cuenta que todo ordenador opera
con nimeros que tienen una cantidad finita de cifras signi-
ficativas y que pertenecen (em médulo) no a todo el eje
numérico, sino a cierto intervalo (M,, M), M, >0,
My << oo, donde M, es un cero de maquina ¥y Me, un
infinito de méquina. Si la condicién | M | << M. no se
cumple en el proceso de los célculas, ocurre una parada de
emergencia del ordenador (¢«parem»), a consecuencia de que
queda rellenada la red de érdenes y los céilculos se dan por
terminado. La posibilidad de una parem depende tanto
del algoritmo como del problema de partida.

8i la solucién del problema de partida se expresa en tér-
minos de nimeros muy grandes (muy pequefios) | M | >
>Mu (| M | << M), entonces, como regla, variando la
escala, el problema puede ser reducido a una forma que
contiene sbélo las magnitudes pertenecientes (en médulo)
al intervalo prefijado (M, M.). La posibilidad de la
parem se elimina frecuentemente cambiando el orden de
operaciones. Expliquémoslo con un ejemplo sencillo.

BIEMPLO. Sea Mo = 10°, My =107, p =2" n es
un nimero entero. Se pide calcular el producto de los nime-
ros 10772, 10PA, 10-P/2, 10%PA4, 10-3PA,
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1** meTtopo. Fijemos los niimeros en el orden decreciente:
gy = 10°P/%, ga= 10772, gy = 10°/4,
g, = 1077/ gs = 107314

y formemos los productos Sy, = Siagn+10 81 = ¢y En este
caso, ya en el primer paso tendrd lugar una parem, puesto
que Sy = q,q, = 104 > M.

2d0 MgToDO. Fijemos los niimeros en el orden creciente:

gy=10-37/4, gy = 107772, gy = 10748,
o= 10772, g5 = 1074,

En este caso obtendremos en el primer paso
Sy = @19, = 10?14 < M,,

es decir, S, es un cero de maquina; todos los productos
sucesivos S5, S,, Sy son también nulos; de este modo aqui
ocurre una pérdida total de exactitud.

3°r METODO. Mezclemos estos niimeros suponiendo g, =
= 10-2P/4, g, = 10P2, gy = 10°PA, g, = 10-P7, ¢, = 107/,
Entonces hallaremos sucesivamente:

Sy = qugs = 10-74, 8y = 8495 = 1077,
S‘ = S,q, = 10°, S:. " Sa‘h = 10”‘;

es decir, en el proceso de los cilculos no aparecen nimeros
superiores a 10°/* e inferiores a 10-P/4. Tal algoritmo estd
privado de parem. En el cap. I nos encontraremos con
un método iterativo de resolucién de sistemas de ecuaciones
algebraicas lineales que puede realizarse con una parem
y sin ésta, segiin sea la forma de numeracién de los para-
metros que determina la sucesién de los célculos.

En cada etapa de los calculos surgen errores de redon-
deo. Estos errores de redondeo pueden crecer o ir dismi-
nuyendo, en dependencia del algoritmo.

Si, en el transcurso de los célculos, la magnitud de los
errores de redondeo crece indefinidamente, el algoritmo se
llamaré inestable (desde el punto de vista de cédlculos). En
cambio, si los errores de redondeo no se acumulan, el algo-
ritmo serd estable.
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BJEMPLOS. . Supongamos que se pide hallar y, (0 <
<< i< i,) segin la férmula y,4+, = y; + d (i = 0) para y,,
d prefijados. Supongamos, ademds, que al calcular y; se ha
introducido un error (por ejemplo, un error de redondeo)
cuya magnitud es §;, es decir, en lugar del valor exacto de

¥ tenemos un valor aproximado y; = y; + 8,. Entonces,
en vez del valor exacto de y,,, obtendremos el valor aproxi-

mado ¥+, = (¥ + 8;) + d = y;+; + 8;. De este modo, un
error cometido en cualquier paso intermedio no aumenta
en el proceso de los cdlculos. El algoritmo es estable.

2. Examinemos la ecuacién y,4, =gy, (i =0, y, v ¢
estdn prefijados). Supongamos, al igual que en el ejemplo 1,

se ha obtenido, en lugar de y,, el valor g}: = y; + 8,. Enton-
ces, en lugar de y,,, obtendremos un valor aproximado

;n-l-l =g (Wi + 8) = Y141 + gby.

De aqui se ve que el error 8,4, = ;,H — Yi4y10 que surge
al calcular y;4,, estd ligado con el error 5, mediante una
ecuacion

6;.“:'96;. ——‘0. 1, 2,-..

Por consiguiente, si | g | > 1, el valor absoluto del error
crecerd en el proceso de los cilculos (el algoritmo es inesta-
ble). Si, en cambio, | ¢ | < 1, entonces el error no aumenta,
es decir, el algoritmo es estable. La inestabilidad se liga
corrientemente con la propiedad de crecimiento exponencial
del error de redondeo. Si el error de redondeo crece segiin
la ley potencial al pasar de una operacién a la otra («de
paso a pasos), el algoritmo se comsidera convencionalmente
estable (estable con ciertas restricciones que se imponen
sobre el volumen de célculos y la exactitud requerida). El
proceso de los cdlculos puede interpretarse asi: al pasar de
un paso a otro tiene lugar una alteracién (a cuenta de los
errores de redondeo) de las iltimas cifras significativas
(suna onda del error de redondeo» se mueve de derecha
a izquierda, partiendo de las Gltimas cifras significativas).
Nuestra tarea consiste en conservar justas unas cuantas
primeras cifras significativas (4—>5 signos) y por esta razon
los célculos deben darse por terminado antes de que «la
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onda del error de redondeos alcance dichas cifras. Si el
error de redondeo e, crece de un paso al otro segin la ley
exponencial, esto conduce, como regla, a una parem en
cierta etapa intermedia de los céleulos, si (lo mismo que
en el ejemplo 2) | g ['eq = M.

Si Mo = 107, e, = 10-*, la parem llega cuando
io > (p + ko)/lg | g |. Otra cosa ocurre cuando el error de
redondeo crece segin la ley potencial. Sea |6y, | = i"e,
(n = 1); entonces, la parem tiene lugar para ife, > M,

es decir, para iy = (BLM“)”" — 40k,
(]

De aqui se ve que para n = 1 la parem no tendra lugar
en virtud de una restriccién evidente { << M. = 10°.
La desigualdad | 8y, | < e, donde & = 10-* es la exactitud

prefijada, se verifica para i< (l)"m = 10the-tym = .

Si estan prefijados e y e,, esta desigualdad significa una
restricciéon para el niimero de ecuaciones i << iy. Por ejemplo,
para ko = 12, k = 6, tememos i <C 10%", de suerte que
i < 40° para n = 2. Estd claro que puede elegirse tal n
grande que el niimero admisible de ecuaciones i, sea muy
pequefio. Sin embargo, en la prctica se encuentran carriente-
mente casos de n pequeio (por ejemplo, para el método
de factorizacién (§ 3 cap. 1) n = 2, es decir, el error se
acumula segin la ley cuadritica a medida que crece el
niimero de ecuaciones).

Al resolver un problema (cualquiera que sea) es necesa-
rio conocer ciertos datos de entrada (de partida): datos ini-
ciales, valores de frontera de la funcién buscada, coeficientes
y el segundo miembro de la ecuacién, etc.

Para todo problema se buscan respuestas a las preguntas
de un mismo género: si existe la solucién del problema, si
seré tnica y cémo depende la solucion de los datos de entrada.
Son posibles dos casos:

El problema estd correctamente planteado (es correcto);
esto quiere decir que: 1) el problema es resoluble para cuales-
quiera datos de entrada admisibles; 2) se tiene una unica
solucién; 3) la solucién del problema depende continua-
mente de los datos de entrada (a una variacién pequeia
de los datos de entrada le corresponde una variacién pequeia
de la solucién), en otras palabras, el problema es estable.
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El problema no estd correctamente planteado (no es
correcto), si la solucién de éste es inestable respecto a los
datos de entrada (a una variacién pequeiia de los datos de
entrada le puede corresponder una variacién grande de la
solucién).

Como ejemplo de un problema correcto puede servir el
problema de integracién y como ejemplo de un problema
no correcto, el problema de diferenciacién.

EJEMPLOS. {. PROBLEMA DE INTEGRACION. Sea dada una
funcién f (z); héllese la integral

1

J=§j(z)dz.

-

Sustituyamos / por 7 y veamos f—jf(x}dz y la diferen-
1]
i

cia Vel - é 8f dz (8f =7 () — f (z)). De aqui se ve que
[871<< méx [6f(z)[, |6S|< e, si |6f|< e, es decir J depende
[L<2 31

continuamente de f. Con el fin de calcular la integral J
hagamos uso de la fé6rmula de cuadratura:

N N
JN-'E"IJ(:I}- e >0, E‘-‘a=1°
K=t =1

Al repetir los razonamientos aducidos més arriba, llegamos
a que

o N = N
87y =Jn—'-’n"“§‘ ealfa—h)= Z enbfx,

Ko i
N
187nl<< 2 cx méx |8fy| = méx |8fy].
h=1 i<h<N iSh<N

De este modo, el problema de cdlculo de una integral por
la férmula de cuadratura es correcto.

2. PROBLEMA DE DIFERENCIACION.EI problema de diferencia-
cién de una funcién u (z) definida aproximadamente no es
correcto.
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En efecto, sea u () = u (z) + %,un N*z, donde N es

suficientemente grande. Entonces, en la métrica C (en
cierto segmento 0 << z << 8 (8 > n/N?)) tenemos || §u ||c =

= ]|: — u|le = /N < e para N > 1/e. Para el error de

lasderivadas 8u’ = u’ — u’ = Ncos Nz tenemos || §u’ ||o=
= N = 1/e. De este modo, a una variacién pequefia O (e)
en C de la funcién u (z) le corresponde la variacién grande
0 (1/e) en C de su derivada.

Por eso la diferenciaci6én numérica tampoco es correcta.
Para encontrar un valor aproximado de una derivada segiin
la férmula de la derivada de diferencias con cierta exactitud
e > 0 a condicién de que la funcién viene definida con un
error 8; (| 6; | << 8,), hace falta que se cumplan las condi-
ciones de concordancia entre &, 8, y el paso h de la red,
por ejemplo, del tipo e = k V'8, (k = const > 0 no depende
de h, 8;), con la particularidad de que el paso de la red
estd acotado tanto inferiormente como superiormente. De
este modo, la exactitud alcanzable de la diferenciacién
numérica estd limitada por la exactitud con la que viene
definida la propia funcién.

En este libro se estudian sélo problemas correctos y mé-
todos numéricos correctos destinados para aplicarlos en el
ordenador.

Los métodos numéricos dan la solucién aproximada del
problema. Esto significa que en lugar de la solucién exacta u
(de una funcién o de una funcional) de algin problema
encontramos una solucién y de otro problema, préxima
en cierto sentido (segiin la norma, por ejemplo) a la buscada.
De acuerdo con lo dicho, la idea principal de todos los
métodos consiste en discretizar o aproximar (sustitucién,
aproximacién) el problema de partida a algiin otro que sea
mas cémodo para resolverlo en un ordenador, con la parti-
cularidad de que la resolucion del problema que aproxima
depende de ciertos pardmetros que, siendo manejados de una
manera adecuada, permiten determinar la solucién con una
exactitud requerida. Por ejemplo, en el problema de integra-
cién numérica los nodos y los pesos de la férmula de cuadra-
tura representan precisamente los parametros de este tipo.
Luego, la solucién de un problema discreto es elemento de
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un espacio de dimensién finita. Expliquemos esto més
detalladamente.

Veamos, por ejemplo, la discretizacién de un espacio
H={f Sz}} de funciones f(z) de argumento continuo
z € la, &). Introduzcamos en un segmento a < z < b un
conjunto finito de puntos © = {z;, i =0, 1, ..., N, z,=
=a,zy = b, 7; < z,4,} ol cual se llamars red. Los puntos
z, se denominardn nodos de la red ®. Si la distancia h; =
= z; — z;~, entre los nodos vecinos es constante (no depenide
de i), by = h para todos los { =1, 2, ..., N, entonces
la red se denomina uniforme (de paso h); en caso contrario
se denomina no uniforme. En lugar de la funcién f (z) defi-
nida para cualesquiera z € [a, b] consideraremos una funcién
reticular y; = f (z;) de argumento i (i =0, 1, ..., N),
que €8 un nimero entero, o bien de nodo z; de la red ,
y sustituiremos H = {f (z), z € [a, b]} por un espacio de
dimensién finita (de dimensién N + 1) H g4y = {y;, 0 <
< i< N} de funciones reticulares. Es evidente, que la
funcién reticular y, = f (z;) puede considerarse como un
veclor y = (Yos Yps -+ -5 Yn)-

Podemos discretizar también el espacio de funciones
f(z) de varias variables, si z = (z;, z,, ..., zp) es un
punto del espacio euclideo p-dimensional (p > 1). Por
ejemplo, en un plano (z,, z,) se puede introducir una red
o = {z;, = (hh, ishe), &, i3=0, +1, £2, ...} como
conjunto de puntos (nodos) oie interseccién de las rectas
perpendiculares z{" = ishy, A = ighyy by >0, hy >0,
i, i3 =0, 1, +2, ..., donde h, y h, son los pasos de
ia red segin las direcciones de z, y z,, respectivamente.
La red o es, evidentemente, uniforme segiin cada una de las
variables por separado. En lugar de la funcién f (z) =
= f (z;, z,) analizaremos una funcién reticular

Vi, = , (‘lh'l.' ‘N"

Si la red @ <:acmtim:iil sélo los " p;rf :l tes al h:'ac-
tngulo Oz, < L, 02, << e modo que ==
= 4LIN,, hy = I:IN ) entonces la red cuenta con un ntimero .
finito N = (¥, + 1) (N, + 1) de nodos, mientras que el
espacio H y de iuncionu reticulares y, = y,,, ,, s de dimen-
sién finita.

A
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En todos los casos consideramos sélo un espacio de fun-
ciones reticulares cuya dimensién es finita. Al sustituir el
espacio H = g(z)} de funciones de argumento continuo
por el espacio H y de funciones reticulares y el problema de
partida, por su aproximacién discreta, debemos estar segu-
ros de que nos aproximamos mejor a la solucién del proble-
ma de partida aumentando el niimero de nodos. La estima-
¢cién de la calidad de aproximacién y la eleccién del método
de aproximacién constituyen la tarea principal de la teoria
de los métodos numéricos.

El contenido fundamental del libro esté relacionado de
una u otra manera con la aplicacién de los métodos de dife-
rencias para solucionar ecuaciones diferenciales. Destaque-
mos dos momentos de importancia:

— obtencién de la aproximaci6n discreta (de diferencias)
de las ecuaciones diferenciales e investigacién de las ecua-
ciones en diferencias que aparecen en este caso;

— resoluci6n de las ecuaciones en diferencias.

Al obtener una aproximacién discreta (esquema de dife-
rencias) un papel importante lo desempefia el requisito
genera! referente a que el esquema de diferencias aproxime
al méximo (simule) las propiedades principales de la ecua-
cién diferencial inicial. Tales esquemas de diferencias
pueden obtenerse, por ejemplo, con ayuda de los principios
variacionales y las relaciones integrales (véase el cap. 1V).
La estimacién de la exactitud de un esquema de diferencias
se reduce al estudio del error de aproximaci6én y de la estabi-
lidad del esquema. El estudio de la estabilidad es una cues-
tién central de la teoria de los métodos numéricos y a ella
se le presta gran atencién en el presente libro. Los algo-
ritmos de los problemas complejos se pueden representar
como una sucesién (cadena) de algoritmos simples (médu-
los). Por eso muchos problemas de principio de la teoria de
los métodos numéricos pueden aclararse con algoritmos
simples.

En el primer capitulo se examinan las ecuaciones en
diferencias unidimensionales (que dependen de un argu-
mento entero). Nos limitamos al estudio de las ecuaciones
en diferencias de primero y segundo érdenes. Las ecuaciones
en diferencias de segundo orden representan un sistema de
ecuaciones algebraicas lineales con matriz tridiagonal. Con
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el objeto de resolver los problemas de contorno para estas
ecuaciones se emplea el asi llamado método de factorizaci6n.
En el primer capitulo se dan, a titulo de un material de
informacién, algunos conocimientos sobre los operadores
lineales en un espacio de dimensién finita. Posteriormente
se investigan las propiedades de los operadores de diferen-
cias en su calidad de operadores lineales en un espacio de
dimensién finita provisto de un producto escalar. En este
caso se emplea un aparato matemético més sencillo, es
decir, las férmulas para la diferenciacion de diferencias de
un producto y para la adicién por partes.

En el segundo capitulo se expone el material tradicio-
nal del anélisis numérico: la interpolacién, la aproximacién
media cuadritica y la integracién numérica.

Al aproximar las ecuaciones diferenciales en una red se
obtienen ecuaciones en diferencias que representan un sistema
de ecuaciones algebraicas lineales de orden superior (igual
al nimero de nodos de la red) con una matriz especial
(enrarecida, es decir, una matriz que tiene muchos elementos
nulos). Un ejemplo més simple de tal matriz (una matriz
tridiagonal) fue indicado anteriormente.

En el tercer capitulo se exponen los métodos numéricos
de resolucién de las ecuaciones algebraicas lineales

N
Eiauu‘=f‘ i=1,2 ..., N, (1)

las cuales pueden ser escritas. en forma matricial
Au = f, (2)

donde A = (a;)) es una matriz cuadrada de dimensién
N X N, u= (u, ut, ..., uN)es el vector buscado y f =
= (%, 2, ..., f¥), el vector prefijado (el segundo miembro).

ara resolver los sistemas de ecuaciones se usan métodos
directos e iterativos.

j En el § 2 del cap. III se analizan el método de elimina-
cién de Gauss y el de raiz cuadrada que representan métodos
directos los cuales requieren O (N?®) operaciones aritméticas
para resolver el sistema.

Al estudiar los métodos iterativos, resulta comodo inter-
pretar el sistema de ecuaciones algebraicas lineales (2)
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como ecuacién operacional de primera especie con un o -
dor que actiia en el espacio N-dimensional H  (A: Hy —
— H ), u, f € H,. Para subrayar la equivalencia existente
entre las formas de escritura matricial y operacional, la
matriz y el operador correspondiente se designarén con una
misma letra A.

En la teoria de los métodos iterativos (de un paso o de
dos capas) es de mucha importancia la forma canénica del
esquema iterativo

LN k=0, 41, ... para todo
Uner—Un . '

BOASR 4 Ap=f. L eH. 3
donde A, B: Hy — Hy, {wa} son parimetros iterativos.

En cualquier caso se supone que el operador A es auto-
conjugado y definido positivo (4 = A* > 0). Esté demostra-
do el teorema general sobre la convergencia del método
estacionario con T, = T = const. Como condicién suficiente
de la convergencia interviene una desigualdad

(By, )> - (Au, y) para todo y€H,  (4)

donde B 5= B* es, en el caso general, un operador no auto-
conjugado. De aqui se desprende la convergencia del método
de iteraci6én simple, del método de Seidel y del de relajacién
superior.

Si se conocen unas constantes y, >0, y, > v,, tales
que

71 (Bz, ) < (Az, z) < 4 (Bz, z) para cualguier z € H 4, (5)
donde B = B* > 0, entonces podemos encontrar una tota-
lidad optimal de parédmetros de Chébishev {tz), con los

cuales el proceso de célculo es estable y se realiza sin ramm.
Se examina el método universal alternado triangular con

la totalidad {t}} y un operador
B = (D + ©A,) D-' (D + 04,), (6)

donde D = D* =0, A} = A,, A, + A, = A, las matrices
Ay ¥ A, son triangulares. Hemos obtenido la férmula para
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el parfimetro ®. El algoritmo para este método es muy sim-
ple. En todo caso se dan a conocer las férmulas para el
niimero de iteraciones con las cuales se alcanza la exactitud
requerida. Los diferentes métodos fueron comparados a base
de un problema modelo para la ecuacién en diferencias de
segundo orden y,_, — 2y; + Y4, = —hY,, P =1, 2, ...
oo N—1, yg=vyy =0, h = 1/N, que corresponde al
problema de contorno u” (z) = —f (z) 0 <z <1),u(0) =
= u (1) = 0. Esta ecuacién es un anélogo unidimensional
de la ecuacién de Laplace. Por cuanto el nimero de itera-
ciones no depende pricticamente del niimero de mediciones,
entonces en el proceso de comparacién podemos limitarnos
a este problema unidimensional. El método alternative

triangular exige O (%ln%) iteraciones, donde e > 0 es

la exactitud prefijada.

Ha de ser notado que en el cap. IlI, en forma lo sufi-
cientemente completa, esté expuesta de hecho, con ayuda
de los medios mateméticos més sencillos, la teoria general
de los métodos iterativos para resolver la ecuacién Au =
=f(A = A* >0).

Los conceptos fundamentales de la teoria de esquemas
de diferencias —error de aproximacién, estabilidad, conver-
gencia y exactitud— se exponen a base de ejemplos de los
problemas de contorno y del problema de Cauchy para ecua-
ciones diferenciales ordinarias (cap. IV y cap. V). En el
cap. IV se analizan esquemas de diferencias tripuntuales
para una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden

%(k(z)% —g(@u=—7i(2), O<z <1,
u(@)=u, uw(l)=u, k(>0 g(#=0 (O

Se han investigado las cuestiones referentes a la velocidad
de convergencia (orden de exactitud) de los esquemas homo-
géneos de diferencias sobre las redes no uniformes y para el
caso de coeficientes discontinuos. Esto ha exigido que se
obtengan estimaciones aprioristicas bastante finas que
expresen la estabilidad del esquema de diferencias respecto
al segundo miembro.
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Para obtener los esquemas de diferencias pueden utili-
zarse algunos métodos més diferentes: integral de interpola-
cién, de aproximacién de la funcional cuadrfitica, los de
Ritz y Galerkin (§ 5, cap. IV).

Con el fin de resolver el problema de Cauchy para la
ecuacibn de primer orden

F=itw, >0,  u(0)=u (8)

se emplean los métodos de Runge—Kutta y de Adams
expuestos en el cap. V. Estos métodos son también apli-
cables para un sistema de ecuaciones en que f y u son vecto-
res,

Una atencién especial en el cap. V se presta al problema
de Cauchy para el sistema de ecuaciones lineales

=), >0, u@)=u (9)

donde A = (a;;) es una matriz cuadrada N X N, u (t) =
a [ul! u‘! LR ] uN): f‘(t} — {fl. fl‘ . ey -’N) es una fun-
cién vectorial de N-6sima dimensién.

Tal problema surge, en particular, si en la ecuacién de
conductibilidad térmica

Gbutiz ), Mu=PE 4T r—(m) (10)

sustituimos el operador de Laplace Au por el operador de
diferencias correspondiente. Entonces, (9) puede interpre-
tarse como un método de las rectas para la ecuacién de
conductibilidad térmica (10). Empleando para resolver este
problema algiin esquema de un paso, llegamos a un esquema
operacional de diferencias de dos capas de forma general,
el cual se escribe en la forma canénica

Br—.ﬂ;i-i“dyn'“q’h k=0,1, ...,

para todo ¥y € Hy,y (11)

donde 4, B: H, —+ H , son los operadores lineales, T es el
paso de la red segun .
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Se ha demostrado que la condicién necesaria y suficiente
de estabilidad del esquema tiene por expresién

B> 4, o bien (Bz, 2)>—(4z, 2)
para todo z€ Hy. (12)

Este es el teorema fundamental de la teoria general de esta-
bilidad de esquemas operacionales de diferencias (véase
«Teorfa de los esquemas de diferenciass por Samarski A.A.)
aplicable en la investigacién de la estabilidad de esquemas
de diferencias para las ecuaciones con derivadas parciales
de la fisica matemética (véase el cap. VII). En realidad,
en el § 4 estén expuestos los fundamentos de la teoria general
de estabilidad de los esquemas de diferencias, incluida Ia
estabilidad asintética.

Los conocimientos dados a conocer en los capitulos III,
IV y V permiten pasar sin dificultad alguna al estudio de la
teoria de los métodos de diferencias para resolver ecuaciones
en derivadas parciales. En el cap. VI este estudio se ha rea-
lizado para esquemas de diferencias que aproximan la
ecuacién de Poisson y las ecuaciones elipticas en un rectdngu-
lo con condiciones de contorno de primera especie. Aqui
estdn analizadas tanto las cuestiones de convergencia como
los métodos de resolucién de las ecuaciones en diferencias,

La teoria general de estabilidad de los esquemas de
diferencias de dos capas (cap. V) simplifica la exposicién de
los métodos de diferencias para la ecuacién de conductibili-
dad térmica con coeficientes constantes y variables realizada
en el cap. VII. En el mismo capitulo se analizan también los
esquemas econémicos (de direcciones variables, de fisibn,
atc.) para los problemas multidimensionales, como también
el principio general de la aproximacién sumaria el que
permite efectuar la particién de los problemas complejos
en una sucesién de problemas més sencillos y debido a ello
simplificar considerablemente la resolucién de los proble-
mas multidimensionales de la fisica matemética.

Se debe observar que el contenido principal de este
libro se expone desde un punto de vista finico. El cardcter
{inico se logra debido a que los esquemas de diferencias se
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tratan como ecuaciones operacionales u operacionales de
diferencias con operadores que actiian en un espacio de
dimensién finita dotado de un producto escalar. Al construir
la teoria de los métodos iterativos y la de estabilidad de los
esquemas de diferencias se emplean las propiedades més
simples de los operadores (de las matrices): el cardcter
constante de los signos, la autoconjugacién, ciertas propieda-
des de los valores propios y de los vectores propios; no se
hacen ningunas suposiciones referentes a la estructura de los
operadores. Todas las condiciones de la teorfa resultaron
ser muy cémodas para la comprobacién en el caso de esque-
mas concretos de diferencias. El material expuesto en los
cap. VI y VII puede servir para un estudio més completo
de la teoria la cual se da en los libros [6, 9).



Capitulo I

Ecuaciones en diferencias

En el presente capitulo se estudian funciones reticula-
res, cuyo argumento es un niimero entero, y ademés ecua-
ciones en diferencias de segundo orden. Se da a conocer un
aparato matemético més simple para el estudio de las
funciones reticulares y de los operadores de diferencias.
Para resolver las ecuaciones en diferencias de segundo orden
se emplea el método de eliminacién llamado método de
factorizacion.

§ 1. Funciones reticulares

1. Funciones reticulares y operaciones sobre ellas. Ya
se ha mencionado que en los métodos aproximados las
funciones de un argumento continuo se sustituyen habitual-
mente por las de argumento discreto, esto es, por las funcio-
nes reticulares. La funcién reticular puede, pues, considerarse
como una funciébn cuyo argumento es un nimero entero:

y ) =y, i=0, £1, +2, ...
Podemos introducir para y (i) las operaciones que represen-
tan un anélogo discreto (de diferencias) de las operaciones
de diferenciacién e integracién.
El anéilogo de la primera derivada lo constituyen las
diferencias de primer orden:

Ay; = Yi+y — Yi, la diferencia derecha;
Vi = Y1 — Yi-1» la diferencia izquierda;

8y, = % (Ayi+ Vi) = -;- (W41 — Vi-y)y la diferencia cen-

tral; resulta ficil notar en este caso que Ay;= V.
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Ahora podemos escribir las diferencias de segundo orden:
A = A (Ay) = A Wiv s — 1) = Vivs — 2Wi4s + Uio
AVy; = A Wi — W) = Wig — W) — W1 — Vi) =
= Yi+1 — 201 + Vier
de modo que
A% = AVYi4y
Anfilogamente se define la diferencia de m-ésimo orden:
A™y, = A (A™yy),

que contiene los valores de yy, Y44y - - -y Vi+m- E8 evidente
que -

i i
AYs= Yres—Uns VY=V —Ynose
E‘ Yy =Yii—n ,}_3‘ V)= Y1 —Yrt

2. Anidlogos en diferencias de las férmulas de diferen-
clacién de un producto y de integracién por partes. Sean
¥;, v; 1as funciones arbitrarias cuyo argumento es un niimero
entero. En este caso serfin vilidas las férmulas
Alywy) = vi Avy + vy4y A = Yia Aoy + v Ay, (1)
V W) = vy Voo + v Vo = i Vou + vy Vi, (2)
que se comprueban inmediatamente. Por ejemplo,

A (yv) = YinaVir — NiVs;
Ui Aoy + vy Ay = 3 Oy — 00) + Viy Wi — 1) =
= Yit¥in — Ve = A (yiw))-
Al deducir la formula para Vv (y,v;) es suficiente tomar en
consideracién que V (yw) = A (yi_yviy)-

Las férmulas (1), (2) raprssantan-ios anflogos de la
férmula de diferenciacién del producto (y (z) v (z)) =
=y + vy'.

Como anélogo de la férmula de integracién por partes
interviene la férmula de sumacion por partes:

N-1{ N
2 Yoy =— 2 0,V + (W) — (90)o, (3)
0 Lt |
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la cual se anota también en la forma

N-1 N-1
Z} Ybvy= — 2 v,V + Yn-1n — Yo¥s- (4)
i= i

Para deducir la férmula (3) hagamos uso de la férmula
(1); tenemos

vi Avg = A () — viga By = A (Y21) — Vigq Vit
puesto que Ay, = Vy;4;; de aqui obtenemos

N-1 N

2 vilboy+ 2 vy =

i=0 =1

N=1 -1 N
= Aw)— 2 vV + 2 vV =
i=0 i=0 ft

N N
= Ynvn — Yoo —E}! v+ ?-3; VY= (W) — (W)

N-1 N
Si yo=0, yy=0, entonces Y vidv = — 2 vV,
i=0 i=1

La férmula de sumacién por partes puede emplearse

para calcular sumas.
N

piempLos. 1. Calcilese la suma Sy= 2‘ i2'. Ponemos
-
vy=1i, Vy,=2!, de suerte que
t
l't"'Fc~|+2"‘ﬂo+:§‘2j=%+2‘"—2—

Elijamos y, = 2 — 2¥+!; entonces yy = 0. Como v, =0
y Ay, =1, de (3) se infiere

N N1 N=1
= =l M - e =
Sy Et v Vy =| E vy E I

N-
- —Ncu.-—ZJ—E: 24t N2TH — (2 — 9),

de manera que Sy ms(N—1)2%*! 42,
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N N=1
2. Calctilese Sy = 2) i (i—1)= 21 i(i+1). Ponemos
i=1

fu=
yi=16& Vv =i+ 1. En este caso vj4; = v + (i +1) =
=0+ C+3+... ++N=G—=D+0+1x
X (i + 2)/2, v; = v, — 1 + i (i + 1)/2. Elijamos v, de la
condicién vy = 0, es decir, v, =1 — N (N + 1)/2. Apli-
cando la férmula (3) y teniendo en cuenta que y, = 0,
vy = 0, Vy, = 1, encontramos

N-1 N-1 N
Sn=z i(i+1) = Z vildvy = —Evivyiﬂ
- =0 =i

N-1 i Nid
== Z vyy=—(N—-1)@v—1)——5 Z i(i+1)=
- =

i N—1)N (NS4
=H_§.S“+[_]_£_(.L)'

de modo que SN=—;—(N—‘1)N(N+1). De aqui se deduce

que
N N
D B=12424 .. N2=Sy+ D) i=~<_w%<_w_
jumi f=1

§ 2. Ecuaciones en diferencias

1. Ecuaciones en diferencias. Una ecuacién lineal res-
pecto de la funcién reticulary; = y (i) (i = 0, +1, +2, ...)

aGa@Wy® +a@Oyi++... +anyl+m=

donde a, (i) (k=0,1, ..., m), f (i) son las funciones
reticulares prefijadas, a,(i) =0, an (i) =0, lleva el
nombre de ecuacidn en diferencias lineal de m-ésimo orden.
Dicha ecuacién contiene m -+ 1 valores de la funcién y (i).

Haciendo uso de las férmulas para las diferencias Ay,
A%y, ..., A™y,, podemos expresar los valores .4,
Yi+ar - - -+ Ym+, o0 términos de y, y las diferencias citadas:
Yiyr = i + Ay, Yiva = A%, + 2004y — w1 = A%, +
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+ 2Ay; + yi, etc. Como resuitado, obtendremos de (1)
una nueva notacién de la ecuacién en diferencias de m-ésimo
orden:

oy (1) Ys + &y () AYs + - - - + am (8) A"y = 1 (i),
i=0, 1, +2,..., (2

(por lo que se determina precisamente el término secuacién
en o de diferenciass). Si los coeficientes a4, @, . .., Gpm
no dependen de {, a, %= 0 y a,, 7= 0, entonces (1) se denomina
ecuacién en diferencias lineal de m-ésimo orden con coefi-
cientes constantes.

Para m = 1 de (1) se obtiene una ecuacién en diferencias
de primer orden

aq (i) yr + ay () ¥4y = 1 (), a, (i) #+ 0, a, (i) ?E(g).

cuando m = 2, obtenemos una ecuacién en diferencias de

segundo orden

ay (i) Y + @y (8) Vi1 + 8 () Wisq = 1 (i), ag (i) #= 0,
ay (i) = 0.

Nos limitaremos al estudio de las ecuaciones en diferencias
de primero y segundo érdenes.

2. Ecuaciones de primer orden. Examinemos la ecuacién
en diferencias de primer orden (3). Al sustituir y;4, =
= y; + Ay, obtendremos

G yita)An=70),  aG=0d+a,.

Como ejemplos més simples de ecuaciones en diferencias
de primer orden pueden servir las ecuaciones para-los térmi-
nos de una progresién aritmética y;4, = y; +d ¥ de una
progresién geométrica yi+; = qy.

Escribamos la ecuacién (3) en la forma

Yi+1 = Qi + Qo (4)

donde: g; = —a, (i)/a, (i), ¢; = f (i)/e, (i). De aqui se ve
gue la solucidn y (i) estd definida univocamente para i > iy,
si estd prefijado el valor y (i,). Supongamos que para i = 0
viene prefijado y, = y (0). En tal caso podemos determinar
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Yir Yas -+ -2 Y1» - - - Eliminando sucesivamente seglin la
formula () ¥4y Viezy « - «» W1, Obtendremos

Yier = 91y - - - Qollo + 91 + QuPuy +
+ G4 Prag + o0 0 F Qg <o OGP
o bien

ym-(.f_lo ) r.+:g{ _f]+ . %) Pa+ Pi- (5)

Para la ecuacién con coeficientes constantes g, = ¢, de lo
que se tiene

i
y.+,=q‘"yn+.§ o 1=0,1,2 ..., (6

que es una solucién de la ecuacién en diferencias (4) con
coeficientes constantes.

3. Desigualdades de er orden. Si el signo de igual-
dad en las expresiones de tipo (1) 6 (2) lo sustituimos por
los signos de desigualdad <<, >, <, >, obtendremos desi-
gualdades en diferencias de m-ésimo orden. Sea dada una
desigualdad en diferencias de primer orden

V<o +rn i=0,1,2...,,9=20 (7)

sin restringir la generalidad de nuestros razonamientos, en
adelante consideramos siempre que ¢ >0 (y,, ¢, f; son
conocidos)., Hallemos la solucién de la desigualdad citada.
Sea v; una solucién de la ecuacién en diferencias

Uiy = gy + fi, i=01, ..., Vo = Yo (8)
En este caso queda licita la estimacién
n<v. ()

En efecto, al sustraer (8) de (7), encontramos

Vi =0 <qW— ) <@ W — ) < ...
c e g (Yo — 1) =0,

Al poner en (9) la expresién explicita para v;, tenemos

i-1
ylgglyﬂ+hzo qt-l-k!hl £—0| 1’ 2: LIS (10)

lo que es la solucién de la desigualdad (7).
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4. Ecuaciones de segundo orden con coeficientes constan-
tes. Analicemos una ecuacién en diferencias de segundo orden

byi42 — e + ayiy = fiy =0, 1 .s

a0, b0, (11)
cuyos coeficientes no dependen de i. Si f; = 0, la ecuacién
byivs — ¥t + ayia = 0, 1=0,1, ... (12)

se llamard homogénea. Su solucién se halla en la forma
explicita.

Sea y; una solucién de la ecuacién homogénea (12),
y sea y{ una solucién cualquiera de la ecuacién no homo-

génea (11). Entonces, la suma y; = y; + yf serd también
una solucién de la ecuacién no homogénea:
bW+ —c W+ D) +a Wrg+¥i-1) =

= [bYi+s — Y1 + WYpeg) + [bY L1 — eyl +apl-a] =f,.
Esta propiedad se debe a la linealidad de la ecuacién (11);
ella queda en vigor para la ecuacién en diferencias (1) de
cualquier orden. Es evidente que si y; es una solucién de la

ecuacién homogénea (12), entonces también cy; (donde ¢ es

una constante arbitraria) satisface la citada ecuacibn.
Sean y{" e y{* dos soluciones de la ecuacién (12). Se

denominardn linealmente independientes, si la igualdad

ey’ +ei®=0, i=0, 1, 2, ...,

se verifica sblo cuando ¢, = ¢y = 0. Esta afirmacién es
equivalente a la exigencia de que el determinante del
sistema

ey’ e =0,
c!y“i’-ﬂ'}'alyl!lzﬂaot m=41, :t2l ey
sea distinto de cero para cualesquiera i, m. En particular,
yil} yi!)
i wii
Al igual que en la teoria de las ecuaciones diferenciales,
se puede intro cir la nocién de solucidn general de la

0.

By, 14y=
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ecuacién en diferencias (12) y mostrar que si las soluciones
yi"’, yi*’ son linealmente independientes, la solucién general
de la ecuacién (12) tendrd la forma

Vi=cyi® +cyi®,
donde ¢, ¥ ¢, son unas constantes arbitrarias. La solucién

general de la ecuacién no homogénea (11) puede represen-
tarse en la forma

vi=cyi" +ev® + ¥, (13)

donde yf es una solucién (particular) cualquiera de la ecua-
cién (11). Lo mismo que en el caso de las ecuaciones dife-
renciales, para determinar ¢, y ¢, se deben definir las condi-
ciones complementarias iniciales o las de contorno.

La solucién particular de la ecuacién (12) puede hallarse
en la forma explicita. Buscaremos dicha solucién en la
forma y; = ¢', donde g =0 es un nimero hasta ahora
desconocido. Al realizar la sustitucién y, = ¢* en (12),
obtendremos una ecuaciébn cuadritica bg® —cg + a = 0,
cuyas raices son

q‘__,ﬂg.:___ﬁ, gyme SV 0 —0ab "2‘;—“". (14)

Segiin sean los valores del discriminante D = ¢* — 4ab,
son posibles tres casos:

1) D = ¢* — 4ab > 0. Las raices g, y g, son reales
y distintas. Les corresponden las soluciones particulares

W=d,  W=dk

estas soluciones son linealmente independientes, puesto que
es distinto de cero el determinante:

7 g+t

ﬁ q§+i

Ha de notarse que g, 5= 0 y g, = 0, pues en el caso contra-
rio @ = 0 y la ecuacién (12) no serfa ecuacion en diferencias
de segundo orden. La solucién general de la ecuacién (12)
tiene por expresién

Un=c1q} + caqh. (15)

= ¢4} (92— 1) %0

Ay, pry=
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2) D = ¢* — 4ab < 0. La ecuaciéon cuadritica cuenta
con las raices complejas conjugadas

L s b AR q'=c—lglbl’

donde { es la unidad imaginaria. Resulta coémodo representar
estas raices en la forma
qu=pel%  qa=peio o=V 1,
D
|p=lﬂl'ﬂtg %.

No sélo las funciones

g} = pheth = p* (cos kp — I sen ko),

g} =pre=th9 = p* (cos kp — i sen k)
representan soluciones particulares sino también las funcio-
nes siguientes:

W= p" cos ke, y{? = p* sen ko,

las cuales son linealmente independientes en virtud de la

independencia lineal de las funciones sen kg y cos kg. La
solucién general tiene la forma

yn = p* (e; cos kp + c, sen ko). (16)
3) D = ¢* — 4ab = 0. Las raices son reales e iguales:

gy = qq = ¢/(2b) = g,. Las soluciones
W=a  uP=kq (17

son linealmente independientes. Mostraremos que yj* es
una soluciéon de la ecuaciébn (12):

byl s — eyl + ol =b (k+1) @b+ —ckgb+a (k—1) g} ™' =

=k(bgs*' —cqb+agt™") + (bgs—a) ™' =0,

puesto que bq}—a-:b—:;r—a=%=0. Como Ay, j4y=

% ka}

Ayt I e % eatonow: e el
0 0
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ciones (17) son linealmente- independientes y la solucién
general tiene por expresi6n

Ur = e + cakgl.

5. Ejemplos. Veamos algunos ejemplos de resolucién de
las ecuaciones en diferencias de segundo orden (11).
1. Héllese la solucién general de la ecuacién

Ut — 2PUh + Uhaa =0, a=b=1, ¢=2p>0.

Son posibles tres casos. 1) p << 1. Ponemos p = cos a;
entonces D = 4 (cos® @ — 1) = —4sen’ @ << 0. Las solu-
ciones particulares tienen la forma

yi' = cos ko, yi = sen ka.
2) p > 1. Suponiendo p = ch @, obtendremos para ¢
una ecuacién cuadratica — 2ch ag + 1 = 0; su discri-

minante es D = 4 (ch? @ — 1) = 4sh? @, mientras que las
rafces tienen por expresién g, = ch @ &+ sh & = e*%. El
papel de soluciones particulares desempefian las funciones

yi' = ch ka, yi¥ = sh ka.

soluciones particulares tienen la forma yi*’' = 1, yi* = k,
y la solucién general es
yr = ¢ + c5k.

2. Hallese la solucién de la ecuacibén
Ynts — Ya+1 = 2 = 0.
El discriminante es igual a D =1 + 8 = 9, las raices
serdn ¢, = (1 4+ 3)/2, ¢, = 2, g, = —1. La solucién
general es de la forma
o= 62" + g (=N
3. Héllese la solucién general de la ecuacibon
Yn+r — Yx — Byny = 240 (18)

La solucion general de una ecuacién no homogénea vs la

suma ¥, — ¥, + yi de la solucién general y, de la ecuacion
homogénea y de la solucién particular y§ de la ecuacién
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no homogénea. Hallemos primero la solucién general de la
ecuacién homogénea. El discriminante es D = 1 4 24 =
= 25 = 0, y las raices de la ecuacién cuadritica ¢* — ¢ —
— 6 =0 son ¢, = 3, g, = —2, de suerte que yi’ = 3*,
wr = (=2 La solucién particular yi buscaremos en la
forma yi = ¢2* donde ¢ = const. Sustituyendo y} = c2*
en (1‘82. ohtand:emos c(2h41 — 2% _§.281) = .28 1 (_4) =
= 2" = 1,

La solucién geperal de la ecuacién (18) tiene por expre-
sibn

=¢34 (—2"— 2~

6. Ecuacién en diferencias de segundo orden con coefi-
cientes variables. Problema de Cauchy y problema de contorno.
Examinemos ahora una ecuacién en diferencias con coefi-
cientes variables

biyier — cyi + @ia = fio
a0, b+0 =012 ... (19)

Dado que b; = 0, de (19) obtenemos la siguiente relacién
recurrente:

Yooy =SSN gy g, (20)

Expresemos ¥4+, @ ¥, en términos de y, y las diferencias
de primero y segundo érdenes. La ecuacién (19) se anotara
en este caso en la forma

AVy, + (b — @) Ay, — (ey — @y — b))y, = [u,
a 5‘& 0: bl * 0-

La solucién de una ecuacién en diferencias de primer
orden depende de una constante arbitraria y se determina
univocamente, si estd prefijada una condicién complemen-
taria, por ejemplo, y, = ¢,. La solucién de la ecuacién
de segundo orden se determina por dos constantes arbitrarias
y se puede hallarla, siempre que vienen dadas dos condicio-
nes complementarias. Si ambas condiciones estin dadas en
dos puntos vecinos, se trata de un problema de Cauchy.
Si las dos condiciones estdn dadas en dos puntos diferentes
(pero no vecinos), obtenemos un problema de contorno.
De mayor interés para nosotros seran precisamente .los
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problemas de contorno. Introduzcamos las designaciones
Lyy = b+, — eilYi + @il

y enunciemos los problemas mencionados més detallada-
mente.
PROBLEMA DE CAUCHY: héllese la solucién de la ecuacién

Lyl=!h ‘=ln 2n'--n ﬂﬂ

con las condiciones complementarias
Yo = Py U1 = P (22)
La segunda condicién de (22) puede notarse de otro modo:
AYo = Uy — Yo = By — Py = };; podemos, entonces, decir

que en el caso del problema de Cauchy vienen dadas en
un punto i = 0 las magnitudes

Yo = Py Ay, = py- (22%)
PROBLEMA DE coNTORNO:héllese la solucién de la ecuacién
Ly, = fi. i=12 ... N -1
para las condiciones complementarias
Yo = Py Un = P N =2 (23)

En los nodos de frontera i = 0 e i = N pueden defi-
nirse no sélo los valores de las funciones, sino también sus
diferencias y combinaciones, es decir, las expresiones
ay Ay, + By, para i =0, y @y Vyy + Payy para i = N.
Tales condiciones se pueden anotar en la forma

Yo = ¥y + pu Yn = %a¥ oy + Pa (24)
Si %, = %y = 0, obtenemos de aqui las condiciones de primer
género; cuando x, = 1, %, =1, tenemos condiciones de
segundo género
Byy = —py, Vyn = By (25)
Si %#;,4 %= 0; 1, (24) llevan el nombre de condiciones de tercer
género:
_x|Ayn + “ - Kl) Yo = K1y
1 Vyn + (1 — %)) yy = Py (26)
Ademads, pueden encontrarse problemas de contorno con
ciertas combinaciones de las citadas condiciones de con-
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torno: las condiciones de un tipo para i = 0, y condiciones

de otro tipo, para i = N.
La solucién del problema de Cauchy se halla directa-

mente de la ecuacién (21) segfin la férmula recurrente (20),
tomando en consideracién los datos iniciales y, = p,,
Yy = . Para la resolucién de los problemas de contorno
se emplea un método més complejo (método de eliminaciones)

el cnal se expondrd en adelante.
Para una ecuacién con coeficientes constantes la solu-

cién del problema de contorno puede expresarse en la forma

explicita.
esemrLo, Héllese la solucién del problema de contorno
ﬂ'ﬁ|_l’=i. ‘=1.2,...,N‘—-i. y°=0| D'N:o.
(27

La ecuacién homogénea Al,, = w4y — 2y + ¥, =0
tiene su solucién general y; = ¢; + c4i. La solucién parti-
cular yf de la ecuacién no homogénea A%y, = y;4, —
— 2y, + y, =1 se buscard en la forma y{ = ci®. Al
sustituir esta expresién en la ecuacién (27), encontramos
A, =c((t+1)?—2* + (I —1)") =1, es decir, ¢ =
= 1/2, de suerte que y; = y; + yf = ¢; + cqi + i*/2. Con
el fin de determinar ¢, y c, se usan las condiciones de contorno
para i =0, i=N: yy=¢,=0, yy = ¢,N + N¥2 = 0,
¢y = —N/2. De este modo,

Y= — g iN 4B — i (N — )

es la solucién del problema (27).

§ 3. Resolucién de los problemas de contorno en
diferencias para las ecuaciones de segundo orden

1. Resolueién de los problemas de contorno en diferencias
por el método de factorizacién. Un problema de contorno

Qg — bt + by, = —fin @ #0, b %0,
= 52 ey N =1, (1)

Yo = %y + Bp Un = %ol vy + Ha
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representa el sistema de ecuaciones algebraicas lineales con
matriz tridiagonal de dimensién (N + 1) X (N + 1):

MR O S 0 o0
8 —op b va0 - 00 00 ey O

0 0...0 00 see By —Cna b"_,[
0 00...0 0O0...0 —x, 1 _
En lugar de (1) podemos escribir
Ay:fl y=(ymy1- e y}i’L
f= 0 —h oo —Twan Ba) (2)
En el caso del primer problema del contorno la matriz
correspondiente tiene la dimensién (N — 1) X (VN — 1).
Para resolver el problema de contorno (1) puede emplearse
el siguiente método de eliminacién llamado método de
factorizacién. Supongamos que tiene lugar la relacién
Y1 = Gtalitr + Bin 3
con coeficientes indeterminados &;4, ¥ B;+,, ¥ sustituyamos
Yis = oy + B en (1):
(@@ — 1) yi + by = — (o + @by

al comparar esta identidad con (3), encontramos

b
Gmtr, f=1, 2, N1, )
ﬂl+|=%‘%‘, i=1,2 ..., N—1. (5)

Con el fin de hallar @,, B, hagamos uso de la condicién
de contorno para i = 0. De las férmulas (3) y (1) encontra-
mos para i = 0:

Gy =W By = Py (6)
Conociendo @,. B, y pasando de i o-i -1 en las férmulas

(4) y (5), determinamos a; y P; para cuslquier i = 2, 3, . ..
..., N. Los calculos segin la férmula (3) se llevan a cabo
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pasando de i + 1 a i (es decir, conociendo y;4,, hallamos y,),
y para iniciar los cdlculos mencionados se debe prefijar y y.
Determinemos y, partiendo de la condicién de contorno
Un = ®aly-y + P ¥ de la condicién (3) para i = N — 1:
Yna = Anyy + By- De aqui encontramos

f—ayx, *
Reunamos ahora todas las férmulas de factorizacién
y escribimoslas en el orden de su aplicacién:

(=)
by i=1,2 ..., N—1, a,=x; (8

Un=

[+ 3 = —
T T

Pha BN Gt R R YO

Y e —amy ?
(=)
Ui =% fies+Pian i=N—4, N—-2,...,2, 1, 0,

yy=-tptly (10)
Las flechas indican la direccitn de clloulo: (=) deiai 4+ 1,
(«) de i +1 a i.

De este modo, el problema de contorno para la ecuacién
de segundo orden se ha reducido a tres problemas de Cauchy
para las ecuaciones de primer orden.

2. Estabilidad del método de factorizacién. Las férmulas
de factorizacién pueden emplearse, si los denominadores
de las fracciones (8) y (10) no se reducen a cero. Las condi-
ciones suficientes para ello estin representadas por las
desigualdades

fee i = e+ 161, i=1,2...,N—1,
1% <1, 1% 1 <1, [ |+ Ty | < 2. (11)

Probemos que siendo cumplidas las condiciones (11), los
denominadores ¢; — a;a; y 1 — ay¥; no se reducen a cero
Y que

o | <A, § =1, Bvmies- Vo (12)
Supongamos que | a; | < 1, y mostremos que | @ 44, | < 15
entonces de aqui y de la condicién |a; | = |»; | <1 se

deducird (12). Examinaremos la diferencia |¢; — a,a; | —
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— I lZzlal—lallal—II=lal(l—]a )=
=>0,demodoque [¢; —aqy | = |5 [>0,¥ |agqy | =
= b Ve, —ay | <1

Observemos que si |¢;, | > | ay, | + | by, | siquiera en
un solo punto i = i,, entonces | a; | << 1 para todo i > i,,
incluso parai = N: |ay |<<1.Enestecaso |1 —ay%, |[=>
=>1—|ay||%|=1—]ay|>0, y la condicién
%, | + | %4 | << 2 serd superflua. Si |x, | <1, entonces
|ay | < 1. En cambio, 8i |[%; | = 1, entonces [, | <1
y]iay | <1i,ytenemos [1 —ayn, | =1 — |ay || % |=
=1 — | ®4'| > 0. De este modo, si se cumplen las condi-
ciones (11), el problema (1) tiene la finica solucién la cual
e halla segiin las férmulas de factorizacién (8)—(10).

Los célculos segin las férmulas (8)—(10) se realizan
en un ordenador aproximadamente, con un niimero finito
de cifras significativas. A consecuencia de los errores de
redondeo se halla, de hecho, no la funcién y, (la cual repre-

senta solucién del problema (1)), sino y;, esto es, la so!ucién
del m:smo problema con coefmlantea parturhados a.,. b,. r:,.

xl, x, y segundos miembros f,, p.l, p, Surge naturalmente
la cuestién de si ocurre o no, en transcurse de los cédlcu-
los, el aumento del error de redondeo, lo que puede conducir
tanto a la pérdida de precisién, como a la imposibilidad de
continuar los cdlculos a causa del crecimiento de las magni-
tudes que se determinan. A titulo de ejemplo puede servir
la bisqueda de y, segin la férmula y, 4, = gy, para ¢ > 1.
Puesto que y, = ¢"y,, para cualquier y, puede indicarse
tal ny que y,, serd el infinito de ordenador. Realmente, en
virtud de los errores de radondeo, se determina no el valor

exacto de Yy, sino el valor de y, a partir de la ecuacién
Yi4r = Gy‘: + ~ M donde n es el error de redondeo. Para e

error by, = y; — y, obtendremos una ecuacién 6y,4+, =
= qﬁy[ + (i = 1, ., 6y, = m). De la férmula 8y, =
=g+ (g — 1)f{q - 1) se ve que el error 6y, va cre-
ciendo, para ¢ > 1, de manera exponencial a medida que
crece i.

Volvamos al método de factorizacién y probemos que el
error 8y; no aumenta cuando | a; | << 1. Efectivamente, de
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las igualdades y; = yq0141 + Biaas Ut = Ciplien + Bisa
proviene 8y; = @i+ 0yi4n 10y | < gy | 10004y | <

< | 8yi+1 |s porque | oy, | < 1.
Tomando en consideracién que en el transcurso de los

céilculos se perturban también los coeficientes @, ,, f.ﬂ,
se puede sefialar que el error 8y, es proporcional al cuadrado
del nimero de nodos WN:

méx |§ glV3,

. | Y[ < eplV?
donde e, es el error de redondeo. De agui se ve la relacién
que existe entre la precisién requerida e de la solucién 'del
problema, el nimero /V de ecuaciones y el nimero de cifras
significativas del ordenador, puesto que e,N* = e.

3. Otras variantes del método de factorizacién. El mé-
todo de factorizacién (8)—(10) analizado més arriba, en el
cual la determinacién de y; se realiza sucesivamente de
derecha a izquierda, se denomina factorizacién derecha.
Andélogamente se anotan las férmulas de la factorizacién

izquierda:
-} a
fe S =N, N2, 2 1, b= (1)

=) +1 M b5 "
™ :lm_btﬁ:‘, i=N—1, N—-2, ...,2, i, 1y Pas (14}

(=)
Virs =i +Mesn =0, 1, ..., N—1,

=t 1)

En efecto, suponiendo que y,i, = E,4¥ + Ny eli-
‘minemos de (1) y;4+, obtendremos
—fi =0+ (e —ci) Yo+ 0 My
o bien 1258

a fl+°§¥g+1
V= f1—0Sin Vit ey—biSir ”
Al cotejar con la férmula y, = E;y;_‘{ + B;, obtendremos
)

(13) y (14). El valor de y, hallamos la condicion y, =
= ¥y + Wy ¥ de la formula y, = &y, + n,- De la desi-
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gualdad |e; — bifiag |2 leg | — 100 | | By | 2 @ |
F 10 I = 1By Dy |4 — By [ >1— | &y [ 1% | 80 ve
que las condiciones (11) garantizan que las férmulas de
facterizaciébn izquierda sean aplicables y su célculo sea
estable, puesto que |§ |<1 (i=1, 2, ..., N)

La combinacién de las factorizaciones izquierda y dere-
cha da el método de factorisaciones opuestas. Empledndose
este método, en la regién 0 < i < i, + 1 se calculan, segiin
las férmulas (8), (9), los coeficientes de factorizacién a;,
Bi, ¥ en la regién i, << i << N se hallan, por las férmulas
(13), (14), &; y 1. Cuando i = i,, se realiza la conjugacién
de soluciones en la forma (10) y (15).

De las férmulas yi, = &g, +-1¥i,+1 + Bro+ 1 Yo +1 = Bty st ¥, +
+ Mi,+1 hallamos

oyt +24, 447,
1= 4 1fi41

La citada férmula tiene sentido, puesto que por lo menos
una de las magnitudes | &4, | 6 |+, | s, en virtud
de (11), inferior a la unidad y, por lo tanto, 1 — e, 4,&,+,>
> 0. Al conocer y;,, podemos hallar, sirviéndonos de la
férmula (10), todos fos valores de ¥, para i << iy, y, por la
formula (15), todos los valores de y; para i > i,. Cuando
i > {, @ i <T i,, los céilculos son auténomos (se llevan a cabo
paralelamente). El método de factorizaciones opuestas es
particularmente cémodo, si, por ejemplo, se pide hallar
y; s6lo en un nodo i = i,.

Vi, =

§ 4. Ecuaciones en diferencias como ecuaciones

operacionales
i. Espacio lineal*). Veamos un conjunto H de elementos
z, Y, %, ..., respecto de los cuales se sabe que a cada par

de elementos z e y, pertenecientes a H, se le pone en corres-
pondencia de tal o cual modo un elemento tercero z € H,
llamado suma de los dos elementos primeros y designado
z2=2x 4 y: a todo elemento z € H y a cada nimero A

*®) Véase, prr ejemplo, V. Ilyin, E. Poznyak, “Linear algebra“,
Editorial Mir, pMonc.lﬂ, Tsas N v o
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se les pone en correspondencia un elemento u € H, deno-
minado producto de z por el niimero A y designado u = Az.

El conjunto H se llamaré espacio lineal, si las operaciones
de sumacién y multiplicacién por un nimero, determinadas
para sus elementos z, y, z, ..., satisfacen los siguientes
axiomas:

1) z 4+ y = y + z para cualesquiera z, y € H (conmu-
tatividad de la sumacién);

2) 4+ y) + 2 ==z + (y 4 2) para cualesquiera z, y,
2z € H (asociatividad de la sumacién);

3) existe un elemento sceros, designado 0, tal que z +
+ 0 = z para cualquier z € H;

4) para todo elemento z € H existe un elemento opuesto
(—z) tal que z + (—2) = 0;

5) 1z =z

6) (Ap) z = A (uz) (asociatividad de la multiplicacién);

NAlz+y)=r+ M A+ p) z = Az 4 px (distri-
butividad de la multiplicacién respecto a sumacién}, donde A
Yy i son unos nlimeros cualesquiera.

Un espacio lineal se denomina complejo, si para sus ele-
mentos estd definida la multiplicacién por nitmeros comple-
jos y se llama real, si viene definida solamente la multiplica-
ciébn por niimeros reales.

Los elementos z, y, z, ... del espacio lineal H llevan
el nombre de vectores.
Los vectores zy, z,, . .., zy se denominan linealmente
independientes, siempre que la igualdad
6x +egZy+ ... Feyzy=0 (1)
se verifica sélo cuando ¢, = ¢y = ... = ¢y = 0. Si, en
cambio, existen tales ¢, ¢4, ..., ¢y (no todos iguales

a cero) que tiene lugar la igualdad (1), entonces los vectores
Zy, + « «, Zy 86 llamardn linealmente dependientes. El niimero
méximo (si existe) de vectores linealmente independientes
del espacio lineal H se denomina dimensién del espacio
citado. Un espacio que posee una infinidad de vectores
linealmente independientes, se denomina de dimensidn
infinita.

El espacio H se llama normado, si para cada z € H
viene definido un mimero real || z ||, denominado nrorma,
que satisface las siguientes condiciones:



Cap. I. E il en diferenclas 47

1) lz]l>0 para 2= 0; ||z || = 0, si z = 0;
Nz+yli<llzll+llyll (damgualdad tr:angular}.
3) llez |l = |e |-l |l, donde ¢ es un niimero.

Se denomina espacio euclideo (unitario, respectivamenta)
el espacio lineal real de dimensién finita H (espacio lineal
complejo de dimensién finita H, respectivamente), en el
cual a todo par de vectores z, y se les ha puesto en corres-
pondencia un namero real (complejo) (z, y), denominado
producto escalar de dichos vectores, con la particularidad de
que se consideran cumplidas las siguientes condiciones:

Para el caso de un espacio euclideo:

(z, ¥) = (v, z) (simetria);
g ('Il. + 2 U y} = {zll y) + (xn H} (diStrib“tiVldad);

3) (Az, y) = A (z, y) (homogeneidad), donde A es un
nimero real cualquiera;

4) 8i z =0, entonces (z, z) > 0.

Para el caso de un espacio unitario;

1) (z, ¥) = (v, z)

2) (# + 73, ¥) = (71, ¥) + (20 ¥):

3) (Az, y) = A (z, y) para cualquier nimero complejo A;

4) si z 5= 0, entonces (z, z) > 0.

Hemos de observar que el producto escalar introducido
(z, y) engendra en H la norma

lzll=V (=, 2). (2)

Resulta valida aqui la desigualdad de Cauchy —Buniakov-
ski

|(.'L‘, y) I’ g (z! 3]'(9- y}t (3)

la cual puede escribirse, tomando en consideracién (2),
en la forma

I i<iizii-ly il

2. Operadores lineales en un espacio de dimensioén [inita.
Sea H un espacio lineal de dimensién finita provisto de
producto escalar (z, y). Designemos con D cierto subespacio
de H. Si a todo vector z € D se le ha puesto en corresponden-
cia, de acuerdo con una regla determinada, el vectory = Az
de H suele decirse que en H estd dado el operador A. El
conjunto DD o U se thama dominio de definicién del opera-
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dor A y se designa D (A). Un conjunto de todos los vectores
del tipo y = Az, z = D (A) se denomina campo de valores
del operador 4 y se denota R (A). 8i D (A) = H, dicen que
el operador A estd prefijado sobre H.

El operador A se llama lineal, si a) es aditivo, es decir,
A (z, + z,) = Az, + Az, para cualesquiera z,, z, € H;
b) es homogéneo, es decir, 4 (cz) = cAz para todo z € H
y cualesquiera nimeros ¢. Los requisitos a) y b) son equiva-
lentes a la condicién A (c,z, + c,2,) = Az, + cd4z,,
cualesquiera que sean z,, z, € H y los niimeros ¢, y c,.

Un operador lineal se denomina acotado, si existe tal
constante M > 0 que

N4z | < M|z |l para todo z€H., (4

La cota inferior exacta del conjunto de niimeros M que
satisfacen la condicién (4) lleva el nombre de norma del
operador A y se denota || A ||. Estd claro que

Az I< 14 ]l-ll = [l ©)

En adelante se considerarin siempre operadores lineales
acotados A prefijados sobre H con el campo de valores
R (A) = H. Tal operador 4 aplica H en A, lo que se escribe
en la forma: A: H—+ H.

En el espacio de dimensién finita cualquier operador
lineal es acotado.

Si a cada y € H le corresponde sélo un vector z € H,
para el cual Az = y, entonces mediante esta corresponden-
cia queda definido un operador 4 -!, denominado inverso:
A-%: H— H. De la definicién de operador inverso A -
proviene que

A-'(Az) =z, A (A-'y) =y paracualesquieraz, y € H.

Un operador D que actiia segin la regla Dz = A (Bz)
recibe el nombre de producto de los operadores A y B y se
designa D = AB. Lﬂ: operador E se denomina operador
unidad (idéntico), si Ex = z ‘para todos los z € H. Si existe
A-', entonces A-'A = AA-' = E. Los operadores A y B
se llaman permutables o conmutativos, si AB = BA.

Es evidente que A-' es un operador lineal, si lo es el
operador A. Resulta vélida la siguiente afirmacion:
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Para que un operador lineal 4: H — H cuente con su
inverso, es necesario y suficiente que la ecuacién Az = 0
tenga la tnica solucién z = 0.

Un operador A*: H - H se denomina conjugado del
operador A: H — H, si

(Az, y) = (z, A*y) para cualesquiera =z, y € H.

El operador A es autoconjugado (simétrico), siempre que
A = A* (o bien (Az, y) = (z, Ay) para cualesquiera z,
y € H). El operador lineal A se llamard: positivo, si (Az, 1) >
= 0 (z € H; z 5= 0); definido positivo, si (Az, z) =8 || z |
(z € H), donde § > 0 es un niimero; no negativo, si (Az, z) >
= 0 (z € H). Cualquier operador A puede ser representado
como una suma:

A=Ayt Ay Ag=—3 (A+A%), A= (A—4%),

donde A, = A} es un operador autoconjugado y A, =
= —A?, operador antisimétrico, para el cual en un espa-
cio real se verifica (4,, z, z) = — (z, 4,z) = — (4,7, z),
y, por consiguiente, (4,z, z) = 0. Por eso, para cualquier
operador A en el espacio real H se verifica la igualdad

(Az, z) = (Ayx, ) para todos los z€H. (6)
Hagamos uso de las siguientes desigualdades opera-
cionales:
A>=0,si(Az,z) =0, para todos los z € H;
A >0, si(dz, z) >0, para todos losz € H,z50;
A = 8E, si (Az, z) = 6 ||z |]*, para todos losz € H,
(7)
donde E es un operador unidad.
La desigualdad
B = ad
significa que queda cumplida la condicién B — ad =0,
es decir, ((B — ad) z, z) =0 (para todos los z € H).
Si en un espacio real A 5= A*, entonces la desigualdad

A =0 (A > 0) serd equivalente a la desigualdad A4, =0
(Ag = 0), lo que se deduce de (6)
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Sea A un operador positivo. Entonces, existe un opera-
dor inverso A-': H - H, siendo A-'> (0 para A >0,
(A-Y)* = A-' cuando A* = A. En efecto, el operador A -!
existe, siempre que la ecuacién Ax = 0 tiene solamente la
ecuacion trivial. Admitamos que Az = 0 cuando z % 0;
entonces 0 = (Az, z) cuando z 5= 0, lo que contradice la
condicion A > 0, o bien (Az, z) > 0 cuando z 5= 0. De
este modo, si A > 0, entonces la ecuacién Az = y tiene la
solucion tnica.

3. Valores propios del operador lineal. Sea A un opera-
dor autoconjugado en el espacio /N-dimensional H provisto
de producto escalar (,). Analicemos un problema sobre los
valores propios del operador A: se pide hallar los valores del
pardmetro A (valores propios), para los cuales la ecuacién

homogénea
AE = AL G

tenga soluciones no triviales (vectores propios). He aqui
algunas afirmaciones fundamentales del digebra lineal
sobre el problema de valores propios.

1) El operador autoconjugado A tiene N vectores propios
ortonormalizados §;, E,, ..

o BN
1, s=m.
G t)=8m  Sm={ o T @

2) Los valores propios correspondientes son reales y pue-
den disponerse en el orden de crecimiento de sus magnitu-
des absolutas:

0K M I IAI< .. <Ayl (10)
3) Si A es un operador positivo, entonces todos los valo-
res propios {A,)} son positivos:
0 Xdas i i s (11)
Efectivamente, A, = (48, £/l & II* = (48, &) >0,
puesio que §, 5= 0.

Un vector arbitrario z € H puede ser descompuesto
segin los veclores propios del operador A = A*:

N
z=3 abn oa=(% &), (12)
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quedando en este caso vilida la igualdad

N
||z |2= k}_]1 ci. (13)

En efecto, debido a la condicién (9) de ortonormalidad
del sistema {E,} tenemos
N
2 11*= (2, 2)= (E ek 2 ovbar) =
N N

N
= E E cxen By Ea)) = 2 .E exen-Bpn = E ck-

) Si A = A* > 0, entonces la solucién de la ecuacién
= f puede ser representada en la forma

N
=3 L6 (14)

k=i

donde f, = (f, Ex) es el coeficiente de Fourier de la fun-
cion f. Hagamos uso de las representaciones

N N
z= 2} cabus =2 fxEx

A=1 =1

y escribamos
N
O0=dz—f= 3 (wew—1fn)b-

Al multiplicar esta igualdad escalarmente por £, y teniendo
en cuenta que (E,, Ex:) = 8y, hallemos 0 = Ayey — fa,
es decir, ¢y = fp‘”i.h.

6) La norma de un operador autoconjugado A es igual
al médulo de su valor propio médximo:

I14]l= mix |Ax|=|Ay|. (15)
I<A<N

Efectivamente, aprovechando (12), obtenemos

N N
Az = kzi cpdly = hEl Ancrbis
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y, en virtud de (10) y (13), tenemos
N N
Az it= 2 MA<M X ci=Mllz |2

es decir, || A || < | Ay |. Esta estimacién se consigue. En

efecto, para z = E, tenemos |[[Az|? = [|AEy|? =
= |lAnEn II* = | Ay |°, puesto que || Ey [|* = 1. De aqui
precisamente se desprende que || A || = | Ay |.
7) Si A = A*, entonces
[[4]|= sup [(4z, z}]|. (16)
[1x(] =1

8) Si 4 = A* > 0, entonces M E <L A < AyFE, o bien
MilzP<<(4z, 2) <Ay llz |, X, >0, z€H. (17

9) Si el operador A es positivo, serd definido positivo,
es decir, existe una constante § = 0 tal que de lacondicién
A = 0 proviene la desigualdad A = 8E. Para un operador
autoconjugado esta propiedad se deduce de la propiedad 8).
En el caso general representemos A en forma de una suma
A=A,+ A,, donde A; = A} >0, 4, = —A] es un
operador antisimétrico. Puesto que (4,z, z) = 0, se tiene
(Az, ) = (A, z, =) > 0. Para A, es cierta la propiedad 8).
Suponiendo A, = A, (4,) = 6§ > 0, obtenemos (4,z, z) =
= (Az, z) ;‘;k |z |* para todos los z € H

10) Si existe @', las desigualdades operacionales

€ >0, Q*CQ=0 (18)
serdn equivalentes. Esto se deduce de la identidad
(Q*CQz, z) = (CQz, Qz) = (Cy, y),
donde y = Qz, z = Q'y.
11) Sean 4, y A los operadores en /i autoconjugados,
positivos y permutables
A, = A1 >0, Ay, = A3>0, Ad, = A, A,. (19)

En este caso los operadores A, y 4,, la suma de ellos A, +
+ A, y el producto 4,4, tienen un sistema comin de fun-
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ciones propias {E.}:
Ayr = MVE Agkr = MPE,
A4y, + Ay) = A (4) + A (4,),
A {AI.A!) =2 (“11) A (Aa)-

12) Si A = A* >0, entonces el] operador A~ =
— (A-Y)* > 0 es también autoconjugado, tiene los mismos
vectores propios que el operador A, y los valores propios
A (A7) = 1/A (4).

Efectivamente, de AE, = hxEx proviene E, = AxA™'Ex,
es decir, (A-') By = (1/A) Ex. De aqui concluimos que las
desigualdades ME << A < AyEy (1/Ay) E< AT < (1M E
son equivalentes.

4. Problema generalizado sobre valores propios. Sea dado
un operador autoconjugado positivo B. Introduzcamos un
producto escalar nuevo (z, y)p = (Bz, ¥) y una norma
lly lls = V(By, y). Un espacio H provisto de producto
escalar (z, y)p recibe el nombre de espacio energético y se
designa H 5.

Examinemos un problema generalizado sobre valores
propios que consiste en buscar las soluciones no triviales v
de la ecuacion

Av = pBv, v+0, (20)

donde A es un operador autoconjugado positivo.

Supongamos gue los operadores A y B estén representa-
dos por las matrices respectivas A = (a;)), B = (biy)
(i, j=1, 2, ..., N). La ecuacién operacional (20) puede
escril;irsa en forma de un sistema de ecuaciones algebraicas
lineales

N N
2 “JJU”’=PE bul’m- P=1, 2. ey N,
jemi J=1

donde vV, . .., XM son componentes del vector v. Para
determinar los valores propios se obtiene una ecuacibén
algebraica de N-ésimo grado

det (a;; — pbyy) = 0. (21)

Para el problema (20) son justas las propiedades anélogas
a las dol problema corriente sobre valores propios, a saber:
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existen N vectores propios ortonormalizados en el sentido
del producto escalar (z, y)p

(uil ul!l)ﬂ' = 6h1II! ka m = il 2! sy Ni (22}
a los cuales corresponden los valores propios
o< .. - <pw (23)

Por analogia con el p. 3 tenemos

N
z=2 cxn  a=(Z, U)p
A==y

N

= : 24
Izlb= 2 < (24)

Se verificap las desigualdades operacionales
mB < 4 < pyB, (25)

con la particularidad de que p s la norma del operador A4
en H g. Esto significa que

Az s <l A lln |l = Il
OBSERVACION. Las desigualdades
?IBQA ‘~<~?’Bn ?| > 0‘ (26)
?1@"‘1@?’! h=1v 2| ey N' (27)
son equivalentes. En efecto, descompongamos un vector
N

N
arbitrario z= 2, cyv,, hallemos M_?B)::az1 cp (pa—
=1 —

—7) Bu,, y el producto escalar

N N
(A—¥B)z, 2)= 2 ck(a—) (Bor, o) = 2 (bn—1)ch,

donde y es uno de los nimeros y, 6 y5. Suponiendo z = vy,
determinemos ((A — yB) vk, Ux) = Pa — 7. Sea y = v,
y supongamos cumplida la condicion A < y,4; entonces
Ma << 7, La afirmacién reciproca es también cierta. Andlo-
gamente se realizan los razonamientos para y = 7.
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5. Espacios lineales de las [unciones reticulares.
radores de diferencias. En lo que sigue se examinarén sblo
las funciones definidas sobre la red con nodos de niimeros
enteros:

oy={:1=0,1,..., N}
Al introducir en el segmento 0 <<z <C1 los nodos
z; = th, h=1/N (i =0, 1, . .., N), obtendremos una red

uniforme de paso h como una variedad de nodos z; = ih
con indices de niimeros enteros:

wy= {z;,=th: i=0,1,...,N; h=1/N}.

El paso de una red a la otra es evidente y en algunos casos
(bastante frecuentes) no las destinguiremos.

Denotemoscon 2y, = {y;, £ =0, 1, ..., N}elespa-
cio de funciones reticulares definidas sobre la red wy,
(‘.OI].-QN+|= {Hn i=0, ; H—, . yg=0. yn=0} el

subespacio de funciones reticulares que estin definidas
sobre la red oy y se reducen a cero en los nodos de frontera

de la red wy: y, = yy = 0. Las funciones de hNﬂ se
designardn y (i) = y,.

Veamos unos ejemplos de operadores de diferencias més
simples. Para el operador de la diferencia derecha A tenemos

AYi = Yivr — Vi =01, ..., N—-1;
aqui el dominio de definiciéon es Q y4,, el campo de valores
estd representado por el espacio QfF = {y,, i =0, 1, ...

.. ¥V —1} de N-ésima dimensién.
Para el operador de la diferencia izquierda V tenemos

V¥ = Y — Vi =12 ... M
el dominio de definicién es £ y4,, el campo de valores estd
representado por el espacio Qy = {y;, i =1, 2, ..., N}.

De la férmula
Ay, = A(Ayiy) = A (VYY) = Yisa — 200 + iy

se ve que el operador de la segunda diferencia estd definido
para las funciones reticulares y; coni =1, 2, ..., N —1,
es decir, aplica 2y, enel espacioQy_, = {y;,, i =1, 2, ...
... N —1). La misma propiedad posee el operador de
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diferencias A:

Ayi = biyisy — e + ay =
= b A (Vi) — (b — a)) (Vy) — (ei — a; — b)) wy,
i=1,2,....N-—-1,

es decir, Ay; € Qy_;, si ¥ E Q x4y, 0 bien, en la notacién

reducida, A: Qi — Qp .
Analicemos un problema de contorno en diferencias

Ay, = —fi, i=1,2 ..., N—1,
¥o = P Un = P (28)

y escribimosla en la forma matricial:

AY = @, (29)
donde] @ = (f; + aypy, for - - u Fr-y fua + by_1pe) €8 el
vector conocido e Y = (y,, ooy BN=ae y,.,_,) es un
vector desconocido, ambos tfo dlmensiﬁn — 1; A es una

matriz tridiagonal cuadrada de dimensién (N —1) x
X (N —1):

- b1 e 0
A=—| @ —a b.. 0
0...0 Ay —Cn-1

Al comparar (28) y (29), vemos que se punde escribir
App=—pn1=1,2, ..., N1,
KS’; = —ty + by 00 =fi +

Ayi=Ayy, oi=1fy i=2,3, ..., N=2,

AYnor =ty Yn-a—Cn-t¥n-1r Prvs =T+ byita. (28")
El operador de diferencias A aplica Q4_, en Qy_,. No es

dificil observar que Ay, = Kg;, En lugar de (28') obtendre-
mos

Ajim =g, bl BieenN=1
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Introduzcamos ahora el operador A correspondiente a la
matriz (29), suponiendo

Ayi=—Ay=—Ay, 1=1,2, .., N-1
En tal caso, en vez del problema de contorno en diferencias
(28) obtendremos una ecuacién operacional
Ay = o,

donde A: Q_, - Qpy_,, ¢ € Qy_,, es decir, el operador 4
actiia de Q _, en Q_,. Es evidente que A serd un operador
lineal. Ha de notarse que también puede considerarse
(teniendo en cuenta que Ay = —Ay), que A aplica Qy_;

en 2y ..
En el espacio H = Q,_, se puede introducir un pro-

ducto escalar
. N-1
(v, 1’)=T 2 Yy
=1

y una norma

vl =V, -

Si se estudian el segundo (x, = x4 = 1) o el tercero
(%, = 0, %y 5= 0) de los problemas de contorno (véase (1)
del § 3), la matriz A serd cuadrada de dimensién (N + 1) X
% (N + 1) y el operador A se definird de la manera siguien-
Le:

Ay, = —Ayy = —(biffia — ¥ + aYia),
t=1, 2, .. .04 =1,
Ay, = — Gy, — yo)y Ayny = — (Un — ®o¥nal-

En este caso el operador A aplica el espacio de funciones
reticulares H = Q 4, en si mismo: A: H — H.

En adelante se analizara el primer problema de contorno
para una ecuacién en diferencias de segundo orden; en
este caso, segin lo mostrado més arriba, H = Qn_,.

6. Férmulas de Green de diferencias. Examinemos un ope-
rador de diferencias L:

Ly, = by — i + @iy, =1, ... N =1 (30)
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Si b, # a;4,, la matriz correspondiente no serd simétrica.
Es simétrica sélo en el caso

bl=ﬂ;+1, l=1, 2| . onoay N —1. {31}

Al tomar en consideracién esta condicién, escribimos Ly,
en la forma siguiente:

Ly = @iq¥in — i + @iy =
=G4y Wis — ¥) — & (Y — y1y) — (61 — @ —
—Gi41) i = Qg V4 — & VY, — (6 — @) —
— i) Ui = A (@ YY) — (6 — ay — ai4y) W1 (32)

Dividamos el segmento [0, 1] con los puntos z; en N partes
iguales, hagamos y (z;) = y; = y (i) e introduzcamos las
designaciones que siempre se usarfn en lo sucesivo:

h=—ar, z=ih, £=0,1,.... N, =0, zy=1,
A — v — Y-
Fx.l=%=w"h IH’ y;-(='Tlf!= yi hw\' (33)

Vi-r— 21+ Vier _ A (Vyp)
h? T M

ya.ﬁ=yh(0==

Dividamos la expresién (32) por h* y obtendremos un
operador de diferencias

Ay, = (ay;),, 1— &y -
(34)
312'51{(‘1—‘%—'6:“)- i=1,...,N—-1

En el § 1 se ha obtenido la férmula de sumacién por partes
N=-1 N
2 yidv, = — 2 vV + (yv) v — (y0),. (35)
i=0 =1

Haciendo uso de las designaciones (33), escribamos esta
férmula en la forma

N-1 N
D Y h=— 3 vz b+ (y0)w — (W), (36)
is=0 i

N-1

N-1 N-1
puesto que ) y,Av,= D) y,(‘-‘%)h: 2 vivsa b
=0 =0 i=0
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Para que la exposicién ulterior sea més cémoda, intro-
duzcamos en el primer miembro de (36) la sumacién entre
i=1ei=N —1; esto nos conduce a la férmula

N-1 N
Z Weih=— Doz bt W=y (D)

Sustituyamos aqui v, = a,zz,;; se obtendrd
N-1 N
iE_, Yi(azg) b= —El es % b+

+ (ayzg)y — Wo (az3)y.  (38)

Esta es la primera férmula de Green de diferencias. Cambie-
mos de lugar en ella y; y z;:

N-1 N

lgi zi(ayz)za h= "E‘ azz Yz, h+

+(ayzz)y — 2o (ay) (38°)

Al sustraer (38') de (38) obtenemos la segunda férmula de
Green de diferencias
N- N-

1 1
igl yi(azg)s h = El 2y (ay2)xa b+ ay (y2z;—2y3)n—
— (Yo (az3)y— 2 (“ﬂ';)i)* (39)
Si estAn cumplidas las condiciones

yo="¢30v Yyn =25 =0, (40)

es decir, si y:;ur, 1=z £ ‘:')NH. entonces en el segundo
miembro de la igualdad (39) dos dltimos sumandos se anulan
y

N-1 . N;i - .

121 yi(azg)zi h= iz_.l‘ 2z, (ayz)z, h- (41)
Al sustraer de ambos miembros de la identidad (41) la
suma
N-1

21 d,y'r,;,h, ohtenemos la segunda [érmula de Green para
[
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Uy 2€Quay:
N- N-l . -
Z yIA’lh_ 2 i Ayh (42)

para el operador de diferencias
Ay = (abz)eq — dif, cualquiera que sea y €Qy+.. (43)

Sea H = Q,_, un espacio de funciones reticulares y;,
prefijadas para i =1, 2, ..., N —1, con el producto
escalar

N-1

W, v)= E ywih

y la norma
hyll=Vw v
Introduzcamos el operador A4:
Ay=—Ay, yEH. (44)

Entonces la segunda férmula de Green puede anotarse en
la forma
(y, Az) = (4y, 2). (45)

Esta férmula expresa la propiedad de autoconjugacién del
operador A: A* = A y, por lo tanto, A* = A. Cuando

- y EQHH, la pnmera férmula de Green (38) nos da:

—‘g i (@)e b= E. “ s >0
para j, 540, a,>0, (46)
(ya que Uo = hr = 0, (46) puede ser igual a cero sélo en el

caso en que y, =0 (i =1, — 1)). Teniendo pre-
sente la definicién del upersdor A hallamos

N
(Ay' = igl a (y;.l)’k - |§] dly‘h >0, a,>0,
d;=0. (47)
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De este modo, el operador de diferencias 4, definido por las
férmulas (43] (44), es autoconjugado y positivo: 4 =
= A* > 0, siempre que

>0, d>0, i=1,2,...,N—1, ay>0. (48)

7. Condicién de autoconjugacién del operador de diferen-
cias de segundo orden. Nos hemos convencido de que la
condicién (31) es suficiente para que el operador de diferen-

cias (30) sea autoconjugado en el espacio H = Qp,,.
Mostremos que la condicién (31) es necesaria para que sea
autoconjugado L. Representemos L en forma de una suma:
Ly, = Ly + Ly,
Ly = @iy (Yivy — ¥0) — 8y (Y0 — Yimy) — (60 — @i — b))y,
Layi = (bi — @i4y) Ui 49

Como ya se ha mostrado en el punto antecedente, el
operador Lyy; = h*Ay;, Ay, = (ayz)x; — diy;, es auto-

conjugado en el espacio H = Qy,, 6 en H =Qy_, con el
N=1

producto escalar (y, v) = Zy;uih. Por eso podemos es-
=1
cribir:

(s i )~ (i 4 15) =

= (A, 5)— (s AV + (55 Lot 9)— (¥, v Lab) =

1
=2 75 (bi—a1y) (Wis¥s—yi0i01) b
i=1

De aqui se ve que (L:;. v) = (y, Lv), es decir, L = L*
sblo a la condicién de que
N-1

2 (bi—aysq) (Y1401 — Y 014) R=10. (49)

Por ser arbitrarias y; y v;, podemos tomar y; = §;;,4,.
vy = 8,4, donde i; es un nodo fijo cualquiera (i, = 1, 1
~— 1), mientras que &, ;, es el simbolo de Kronecker.



62 Cap. I. Bcaaciones en diferencl

Obtenemos, pues, y;iv; — ¥iWi4; = 8;,;,, ¥ la condicién
(49) nos da b;, = a;,,,. Con esto queda demostrada la
necesidad de la condicién (31).

Se debe notar que la ecuacién

Ly, = —f, (50)
puede ser reducida a la forma
Iy, = A (4; Vy;) — Dy = —Fy, (51)

donde L es un operador autoconjugado. En efecto, multi-
pliquemos ambos miembros de la ecuacién (50) por p, = 0:

Ly = WY — Bl + by, = —rif

y exijamos que para la ecuacién obtenida se cumpla la condi-
cién (31), es decir,

bipr = (pa)i4y = Gipapiey = Air-

i
De aqui obtenemos p,,,= (‘—i‘—;) B= 1y H bylayyy y la
k=1

ecuacién (51), donde 4, =au;, Dy=p,(c;—a;—b;), F;=
=Hifi-

8'. Ianmu propios del operador de diferencias de segundo

orden. Examinemos un problema de diferencias sobre valores
propios:

(ﬂy;-)x.f_diya+ly‘=0, §: =12 : s N—1
Yo=yny =0, (52)

o bien Ay = Ay, y € Qy_;, donde A se determina por la
igualdad (44). El operador A es autoconjugado y positivo,
razén por la cual a él se refiere todo lo dicho en el p. 4.

En el caso més simple, a; = 1, d; = 0, los valores pro-
pios y los vectores propios pueden hallarse en la forma
explicita. Asi pues, se requiere encontrar soluciones no
triviales de la ecuacién homogénea con condiciones de
contorno homogéneas

Yezg +A =0, i=1,2, .., N—1, kN =1,
YVo=0, yn=0, y ==0 (53)
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Escribamos la ecuacién (53) en la forma siguiente
Vi — 2 cosay + Yy =0, 2cosa =2 — Mt (54)
La solucién general de esta ecuaci6n tiene por expresién
y; = ¢, cos ia -+ ¢4 8en ia. (95)

Exigimos %ue se cumplan las condiciones de contorno:
Yo =1¢ =0, yy =cy8en Na = 0. Como se busca una
solucién no trivial, entonces ¢y, 0 y sen Na =0, es
decir, Na = mn (m =0, 1, 2, ..y a=0ay=mn/N=
— mnh. De la relacién 2 cos @ = 2 — Ah? encontramos

1h’m2(1—cosu)=4sen'%,

A=Ay =y s T2, (56)
A este valor de A, le corresponde una funcién propia
Ym (i) = csen nimz, ¢ %0, zy = ih, 1 =0,1,2, ..., N
(57)

definida con una exactitud de hasta un factor constante
arbitrario. No es dificil notar que
Yyn (i) =csenn Nz; = csenni =0, i =0,12,...,

Yny () = esen t (N + 1) z, = ¢ sen [nNz; + nxl =

= ¢ sen niz; cos ni = (—1)y, (i),
Yn+m+1 (‘) = (_1)‘ym U)) m = 1: 2, ... N —1.
Por consiguiente, para m << NV, sélo las funciones ym (i)
son linealmente independientes. Asi pues, se ha encontrado
la solucién no trivial (funciones propias y, (i) que corres-

ponden a los valores propios Ap).
Elijamos el factor ¢ de un modo tal que la norma de las

funciones yn (i) sea igual a la unidad: |[ym () |l =
=1c | sen : mz; || = 4, ¢ > 0. Con este fin se debe cal-
cular

N-1 N-1
|| sen mzy, || = Z h sen? nmzy = -;.- 2 h (1 —cos 2nmz,).
k=1 h=1
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Al denotar @ = 2nmh y sustituir cos 2nmz, = cos ak =
= Re eiek, llegamos a gue

N-1 N-1

ela__ daN
) hcos2nmz, =Re D) helsh—hRe——— = —h,
A=1 Remi 1—e
P T e NA A
tlsanum;ll":%-—-z—z kcoa2umx.=-£-=T,

Re=i
|| sen nmz || =1/V Z;
por consiguiente, c='|/§. De este modo, la funcién
Ym (i) x'[/i sen nmz; (58)

estd normalizada hacia la unidad.

Las funciones propias y, (i) e ym (i), correspondientes
a los diferentes valores propios A, y A, son ortogonales
en el sentido del producto escalar

N=1
(v, v)= E‘ yivih.

El problema (53) constituye un caso particular del

problema (8) con el operador Ay (i) = —y.;, (#). Dicho
operador es, evidentemente, autoconmjugade y positivo,
puesto que

N-1
4y, = 2 (5, h>0.

Por esta razén todo lo dicho en el p. 3 queda vigente tam-
bién en el caso dado.
Los valores propios A, crecen a medida que crece s,

puesto que uen-’;'- :<un—?(¢+ 1) << 1paras<N. El va-

lor propio minimo es A, :--—‘r sen? 2= El valor propio mé-

h
ximo es igual a XN_.=:—, cos? ’f," , ¥Ya que sen L

2
(N —1)=sen (5 —Z) =cos T
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Escribiendo A, en la forma A, = n? (—”—Ei-) : , E=nh/2=

=mnh/2<s/4, y teniendo presente que sen E/E decrece y
tiene minimo para § = n/4, obtenemos A, = 8 para h < 1/2.

Para Ay, tenemos una estimacién Ay., << 4/h%, y, por
consiguiente,

8 << Ay < 4, k=1,2, ..., N-—1,

§ 5. Principio del maximo para las ecuaciones en
diferencias
1. Principio del méiximo y sus corolarios. Para las ecua-

ciones en diferencias de segunda orden con coeficientes posi-
tivos

Ly, = ayyyy — ¥t + biisr = —10

l=1,2,...,~—1| Yo = by Un = Bay (1)
a,::»O, b,>0. Clkﬁ('i"bh ‘=1I2"°"N—1
(@

tiene lugar el siguiente principio del méximo,

TEOREMA t (principio del mdzimo). Supongamos que un
operador de diferencias L esté definido por las férmulas (1), (2).
Si para una funcidn y,, prefijada sobre la red © y diferen-
te de una constante (1 < i << N — 1), se cumple la condicién
Ly, =0 (Ly; < 0) para todo i = 1, 2, ..., N — 1, enton-
ces dicha funcion no puede tomar el valor positivo mdzimo
{negative minimo) en los nodos interiores de la red.

DEMOSTRACION. Sea Ly, =0 (i=1,2,..., N —1).
Supongamos que el teorema no es cierto e y; alcanza su
valor positivo méximo en un nodo interior i = i, 1 <
Sig<KN—1: Yo = ogféﬂy‘ = My > 0. Como y; 5=
== const, se encontrard un nodo interior i, (i, puede coinci-
dir con i,) en el cual y;,, = y;, = My >0, y en uno de los
nodos vecinos, por ejemplo, en el nodo i = i, — 1, se
verifica la desigualdad rigurosa y, _, < y,. Escribamos la
expresibn para Ly, en la forma Ly, = b; (yi41 — ¥i) —
—a; (g — ¥iy) — (et —a; — b)) yi- En el nodo i =i,
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tenemos
Lyh = bfl {yrﬁ-] - yla) — Gy ‘yle = ylu—l) =
— (et — a1, — by,) 41, <0,

lo que contradice la suposicién Ly, = 0 para cualquiera de
losi =1, 2, ..., N —1, incluso para i = i,. La primera
afirmacién del teorema queda demostrada. La segunda afir-
macién se demuestra andlogamente (basta sustituir y; por
—y, y aprovechar la afirmacién que acabamos de demostrar),

COROLARIO 1. Si se cumplen las condiciones (2), es decir,
sily, <0(i=1,2....N—1),y,=0, yy > 0, enton-
ces yy =0 (i=0,1, ..., N).

St Lyy =20, y,<0, yn<0, entonces y, <0
(f=0,4,..., N)

DEMOSTRACION. Supongamos que Ly, << 0 e y, << 0 per
lo menos en uno de los nodos interiores i = i,; entonces y;
alcanza el valor negativo minimo en el nodo interior, lo
que es imposible en virtud del principio del méximo.

COROLARIO 2. Si @, =0, p, =0, py =0, entonces la
solucién del problema (1)—(2) es no negativa: y, >0 (i =
S 0- 1| ..y N)'

COROLARIO 8. Si gquedan cumplidas las condiciones (2),
el problema

Lyl=0‘ i=1,2,..., N—1, yn"-:0| y"-=0 (3)

tiene s6lo una solucién trivial y el problema (1), (2) es resoluble
univocamente, cualesquiera que sean @, Wy, Py

DEMOSTRACION. Suponiendo que la solucién y, del pro-
blema (3) es diferente de cero por lo menos en un solo punto
.= i, llegamos & una contradiccién con el principio del
méximo: si y;, > 0 (y;, << 0), entonces y, alcanza el valor
méximo positivo (minimo negativo) en cierto punto interior
i = iy, lo que es imposible. Por consiguiente, y, == 0.

TEOREMA 2. (teorema de éomparacibn). Supongamos que
¥ es la solucibn del problema (1), (2) e y,, la solucién del
problema

Ly;='—‘m- i=1, 2|"'| N_iv Vo = P



§ 5. Principlo del mdzimo 87

y, ademds, admitamos cumplidas las condiciones

o 1< TR I<p, |paI<p
En este caso resulta vdlida la estimacidn
lvi | <y para todo i =0, 1, ..., N.

DEMOSTRACION. Envirtud del corolario 2, tenemos =0,

Para la diferencia y; — y; y para la suma y, + ¥, obtene-
mos una ecuacién del tipo (1) con los segundos miembros
o — =0 g — =0, pa—pa =0y o + 9 >0,
Bt = 0, uy +us= 0, respectivamente. Puesto que
@ =@ =0y po £ pa =0 (@ =1, 2), entonces, debido
alcorolario 2, y; — ¥ 20, m + 11 = 0, de lo que se deduce
que —y, < ¥ < ¥i» ¥ | < Wi lo que se trataba de de-
mostrar.

La funcién y; se denomina mayorante para la solucibén del
problema (1), (2).

2. Estimacién de la solucién del problema de contorno,
Representemos la solucién del problema de contorno (1), (2)
en forma de una suma y; = y{' + y{*', donde y{* es la
solucién de la ecuacién no homogénaa con condiciones de
contorno homogéneas:

Ly, = —oq, i=1,2..,.N—1, y,=yn=0

mientras que y{*’ representa la solucién de la ecuacién homo-
génea con condiciones de contorno no homogéneas

Ly; = 0, i=12...,N—1, Yo = B Un = Py
(5)

Demostremos que para y{* es justa la estimacidn
oA [y [<méx(|py |, [pe)- (8)

Sea y, la solucién del problema
Ly =0, i=1,2, ..., N—1,
Yo=Un=p, p=méx (| s |, | Pal).
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Entonces, de acuerdo con el teorema de comparacion,
W<l mientras que, en virtud del principio del
méxmm max I ¥i | < p, puesto que y; == 0 puede alcanzar
0Si<N
el valor positivo mdximo s6lo en la frontera, es decir, cuando
t=0qa i=N.
No es dificil demostrar que la magnitud méx |y, | es

0
una norma. La norma suele designarse con el gmbolo Iy e
De este modo, hemos obtenido la estimacién || y® ¢ <

< méx ([ py |, |1 )
TEOREMA 3. Supongamos que estdn cumplidas las condi-

ciones
la 1>0, |b|>0, d=|e|—lay|—]|b |>0
i=1,2 ..., N—=1. ]

Entonces, para la solucién del problema (4) es justa la esti-

macidn
Ny e < N 9/d e (8)
pEMOSTRACION. Con el fin de demostrar la citada afirma-
cién escribamos (4) en la forma
el = Yy + bl + Qu- 4"

Supungamos que | y; | alcanza su valor maximo | y,, | >
= 0 cuando i = i, (0 << iy <N}, de suerte que |y; | <
< |y, | para cualquier i = 0, , N. Entonces, de
(4') se deduce para i = i,
lew | |y, | = | Gelie—1 + Oriprt + 9o, || 04, | | Pag-1 | +

F 10, | b [+l oul<
<(lag |+ 18, Dy, |+ 19wl

(Tt 1= a1, 1= b1, 1) | U 1< 0 Iy |0 1<t

Con esto queda demostrada la estimacién (8).
opservacion. Si la condicién d;, = ¢, —a; — by > 00

d, = |e; | — |a | — | b | > 0 no se cumple, por ejemplo,

d;=c,—a;—b120, a;}ﬁ. bg>0y£=192|---| "'-(gi
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es decir, d; puede reducirse a cero en ciertos nodos, entonces
el teorema 3 no puede ser aplicado. En este caso, con el
fin de estimar la solucién y; del problema (4), se puede pro-
ceder de la manera siguiente. Representemos y; en forma
de una suma y;, = v, + w;, donde w; es la solucién del
problema

irwt = by (W4, — wy) — a; (W — wiy) = —Qp,
=14,2,...N—=1, wy=wy=0. (10)

Entonces, v, se determina partiendo de las condiciones

Loy = by (Vigy — v)) — a; (v — vyy) — dipy = —dw,,
=1, 2 .. . N—=1, p=vy=0 (11)

Se puede convencerse de esto sumando término a término
las ecuaciones (10) y (11). La funcién w; puede estimarse
inmediatamente (véase el cap. IV, § 3), al escribirla en la
forma explicita, mientras que para la estimacién de v; nece-
sitaremos el

TEORZMA 4. Para resolver el problema (11) bajo las condi-
ciones (9) es vdlida la estimacion

felle < 1l w l (12)

pemosTRACION. Si d; = 0, entonces, en virtud del coro-
lario 3, v; =0, y la estimacién (12) queda cumplida. Sea
d; = 0 siquiera en un solo punto. Construyamos la mayoran-

te v; como una solucién del problema

Loy=—d;|w;|, i=1,2, ..., N—1, vy=0v,=0.

Supongamos que »,=>0 alcanza su valor méximo para
i=1iy; entonces vy,41—0, <0, vy, —Vy,-1=>0, y de (4) pro-
viene
105, < — by, (V4,41 — V1) + a4, (4, — Vi,-1) + iy, =

) =dy, | wy, |.

Si d;, >0, entonces vy, << |w;, | y obtenemos en seguida
la estimacién (12), puesto que [v, |-<l.»'l Si di, = 0, la ecua-
cion (11) tomara la forma — b;, (v..ﬂ —uh) -+ a{_(u‘ —V-y)=
=0, y de esta iiltima se deduce que vy 4 =vy,-y=wvy,. Por
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cuanto v, s const, existe tal punto {=i, en el cual v;,
=1y,, y enel punto vecino, por ejemplo, P41, Vg1 <Dy;
entonces aqui dy, =0 y obtenemos, pues, el caso analizado
mis arriba: vy, = Ly §|w,. I<llw]l-
Estimacién una ecvacibn en dife-
mdu con ayuda de Ins Mrmulu de factorizacién. Para el
caso en que b; = a;4,, es decir, cuando el operador Ly, sea
autoconjugado, la solucién del problema (4) puede ser esti-
mada con ayuda de las férmulas de factorizacién derecha.
Es méfis conveniente escribir la ecuacién (4) en la forma
Ay = (ayz)=1 — diyi = —ou,
‘ﬂi,---,N—1|yg=0,yN20| (13)
ay = 0| d| = 0.
Escribdmosla en la forma habitual:

Y-y — €Y + Gyl = —h'e;, Vo=yxy=0,

e =a +a4y +h'd, >0, i=1,2, ..., N —1,
Veamos las fé6rmulas de factorizacién
¥t = Crpqllier + pl’-l-l.l ¥n = 0, i=1, 2, vy N — 1!
u.m=T!‘_-:‘lT’ a=0 i=1,2, ..., N-1,
.
p“ﬂ-.:fi-_%l?—' ﬂ.=° i=1,2, ..., N1

Bajo las condiciones (7) tenemos |, |<1, ¥ ,

N N
I <I Ve |+ 1B I<luw 1+ 2 (Bl=_3 1Bl

Al introducir la funcién a,f; = v,, obtenemos
Nias = (M + h)) Gy,

1
ETIENENER LA EY ml+.§h‘lwl-



§ 5. Principlo del mdzimo ki)

de modo que

1
[y

[ Boas 1<

IS2ICNE
Rt

De resultas se obtiene para la solucién del problema una esti-
macién aprioristica

N . N ]
<D raeDhlnl<T2h3 kol
b= Jwed =i A==i

para a,=2c, > 0.

Esta estimacién nos serd ftil al estudiar la convergencia
de los esquemas de diferencias.



Capftulo 11

Interpolaciéon e integracién numérica

§ 1. Interpolacion y aproximacion de las funciones

i. Planteamiento del problema. Uno de los problemas
fundamentales del anélisis numérico es la interpolacién de
las funciones. Se requiere a menudo restablecer la funcién
f (z) para todos los valores de z en el segmento a << z << b,
si estdn conocidos sus valores en cierto niimero finito de
puntos del segmento mencionado. Dichos valores pueden ser
determinados como resultado de las mediciones (observacio-
nes) en un experimento natural, o bien como resultado de
los célculos. Ademés, puede ocurrir que la funcién { (z) viene
definida por cierta formula y el cdleulo de sus valores, ri-
giéndose por dicha férmula, es muy engorroso, razén por la
cual resulta deseable tener para la funcién otra férmula,
més simple, (menos engorrosa para los célculos) que per-
mitirfa hallar valores aproximados de la funcién en consi-
deracién con una exactitud necesaria en cualquier punto/del
segmento. De resultas, surge el siguiente problema matemé-
tico.

Supongamos que en el segmento a << z < b viene pre-
fijada una red 0 ={r, =a <2, <... <z, =b} y en
los nodos de la red estdn definidos los valores de 1a funcién
¥ () iguales a y (z,) = Yo, - - v ¥ (2) = Yuy + - -, ¥ (70) =
= Yn. Se pide construir una interpolante, esto es, una fun-
¢ién f (z) que coincida con la funcién y (z) en los nodos de
la red:

fx) = v, $m0y 4y ooy mi 1)

E!l objetivo principal de la interpolacion es obtener un
algoritmo rdpido (econdémico) para calcular los valores de
f (z) en aquellos puntos x que no estdn contenidos en la tabla
de los datos.
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La cuesti6én principal es: como elegir la interpolante
f(z) ¥y como estimar el error y (z) — f (z). Las funciones
interpoladoras f (z) se construyen, como regla, en forma de
las combinaciones lineales de ciertas funciones elementales:

n
= 0 ’
1(@)=2 a®(2)
donde {®, ()} son funciones linealmente independientes
fijas; ¢y, ¢y, - . -, €q, unos coeficientes hasta ahora descono-

cidos.
De las condiciones (1) obtenemos un sistema de n 4+ 1
ecuaciones respecto de los coeficientes {c}):

n

2a® @)=y =01, ..o
Supongamos que el sistema de funciones @, (z) es de tal

indole que, cualguiera que sea la eleccién de los nodos

6 =12y<z;<...<2z, =D, queda distinto de cero el

determinante del sistema

Dy (2p) Dy (2g) +.. Dy ()
D (zy) Dy (zy) ... Py (zy)

By (22) Oy (22) .. Dp(z2)

En este cago los coeficientes ¢y (k = 0,1, . . ., n) se deter-
minan unfvecamente segiin las y, (i = 0, 1, ..., n) prefi-
jadas.

A titulo de sistema de las funciones linealmente inde-
pendientes {®, (z)} se eligen mas a menudo: funciones poten-
ciales @, (z) = z* (en este caso f = P, (z) es un polinomio
de grado n); funciones trigonométricas {®@, (z) = cos kz,
sen kz} (f es un polinomio trigonométrico). Se emplean tam-
bién funciones racionales

2otz .. A am™

Bot B+ - +0p2®
y otros tipos de funciones interpoladoras. Examinaremos
aqui los polinomios de interpolacién y la spline-interpola-
cifn: un caso de interpolacién polinomial a trozos.

A (D)=
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2. Interpolacién polinomial. Se conoce que cualquier
funcién f (z), continua en el segmento [a, b, puede ser bien
aproximada mediante un polinomio P, (z) *):

TEOREMA DE WEIERSTRASS. Para todo e > 0 existe tal poli-
nomio P, (z) de grado n = n (g) que

méx | f(z)—Pn(7)|<e.
x£[a, b]

Sin embargo, este teorema no nos da la respuesta a la
pregunta sobre la existencia de buen polinomio interpolador
para el conjunto dado de puntos {(z;, ¥/)}-

Asi pues, buscaremos el polinomio de interpolacifn en la

forma
n

P, (n)= 2 2", )]

h=0

donde ¢, son los coeficientes indeterminados. Suponiendo
f (z;) = y;, obtenemos un sistema de ecuaciones lineales

CotCiToF - - . FCnZg =los
ot e+ .o FenZy = Uy

co+ 62+ ... + CaZn = Yn-

El determinante de este sistema serd determinante de Van-
dermonde distinto de cero:

: (N - S
2 n
A 1 T'-l' -:1- .b-‘. ‘xf — H {x,,-w:cm]:,éf).
{z: g8 N n=h>m=0
n*p -+ %n

De.aqui proviene que el polinomio de interpolacién (2) existe
y es tinico (existe una variedad de formas para su inscrip-
cibn).

A titulo de base de {®, (z))} hemos elegido una base
compuesta por los monomios 1, z, 7% ..., z". Para los
chleulos resulta més céomoda la base de los polinomios de
Lagrange (I, (z)} de grado n o bien de los coeficientes de

*) Véase, por ejemplo, V. A. Ilyin, E. Y. Poznyak, "Fundamen-
tals of Mathematical Analysis* Editorial Mir, Moscd, 1982.



Lagrange:

I B 1, 8si i=k,

ME)=1 0, si t56k, {, k=0, 1, ..., n.
No es dificil ver que el polinomio de grado n
b (@) =4" (z)=

- (z—x) (x==y) ... (T—2py) (F—2ne1) ... (F—2n)
(2n—2g) (2a—=1) ... En—2n-1) (FR—ZRa1) -+ (Zn—2n)

satisface estas condiciones. El polinomio I (z) se define,
evidentemente, del modo univoco. Efectivamente, suponga-
mos que existe un polinomio mds I, (z); entonces la dife-
rencia eatre ellos Iy (z) — Iy (z) = g, (z) es un polinomio de
grado n que sereduce a ceroenn + 1 puntosz, (i = 0,1,. ..
. ., n). Esto seré posible sélo cuando I, (z) — I (z) = 0.
El polinomio [, (z) yx toma el valor yy en el punto zy
y es nulo en todos los dem#s nodos z; para j # k. De aqui
se desprende gue el polinomio de interpolacitn

Pa@=2 h@n=2 n [ =4 @

h=0 Am=( ik

tiene el grado no superior a ny P, (z;) = y;. La férmula (3)
lleva el nombre de Lagrange. El nimero de operaciones
aritméticas para el cdlculo segln (3) es proporcional a n®.
Para estimar la proximidad del polinomio P, (z) a la funcién
f (z) se supone que existe la n + 1-ésima derivada continua
f"* (£), En este caso resulta veridica la formula siguiente
para el error:

n+1
(m+1)
f(2) =P, (2) = L28 [l =2, teto, bl
3. Férmula de interpolacién de Newton. Al emplear on
los célculos los ordenadores, es comoda la férmula de inter-
polacién de Newton. Con el fin de escribirla se debe introdu-
cir las asi llamadas diferencias divididas:
— la diferencia dividida de primer orden: y (z;, z;) =
=y (=) — y ()W — z);
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— la diferencia dividida de segundo orden: y (z;, zy, zp) =
= [y (zi, ;) — y (z;, =)z — z), ote. Si y (2) = Py (2)
es un polinomio de grado n, entonces para él la primera dife-
rencia dividida P (z, z,) = [P (z) — P (zo))/(z — z,) serd
un polinomio de grado n — 1; la segunda diferencia
P (z, zy, z,), polinomio de grado n — 2, etc., de suerte que
la (n + 1)-ésima diferencia dividida es igual a cero.
De la definicion de diferencias divididas se deduce:

P (2) = P (zo) + (z — 20) P (2, 2,),
Pz, zo) = P (xp, 2)) + (& — z,) P (z, =, T,),
P (z, 2y, 7)) = P (20, 2y, Z3) + (& — 24) P (2, To» 211 Zgh
etc. De aqui obtenemos para P (z) la férmula

P(z) = P(zp) + (x — z9) P (Z0r 7y) + [z — 7) [z — 7;) %
X P(zg2,2) +...4(x—z5)(z—2z)...
sz —2) Pz 2y, - 1) (4)

Si P (z) es el polinomio de interpolacién para la funcién
y (), sus valores en los nodos de las redes coincidirdn con
los valores de la funcién y (z), y, por consiguiente, coincidi-
rdn también las diferencias divididas. Por eso, en lugar de
(4) podemos escribir

f@=vt 3 G—s =) ...
e @EeE ¥ (Z 2 -l @)

(polinomio de Newton). Calculadas las diferencias divididas,
el polinomio de Newton se calculard con toda la comodidad
segiin el esquema de Horner

72) =y (zo) + (x — zo) ly (20, %) + (2 — z) X
X y (zq, 2y, z9) + . - 1L

El célculo de f (z) para cada z requiere n multiplicaciones
¥ 2n operaciones de sumacién y sustraccion.

Existen también otras férmulas de interpolacién. Entre
ellas resulta més aplicable la interpolacidn hermitiana. Aqui
el problema se plantea del modo siguiente. Estdn prefijados n
nodos {z;}, n valores de la funcién {y;} v n valores de la
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derivada {y{); se pide hallar tal polinomio de grado méximo
2n — 1 que se verifique

Piz)=wy,, Pl@)=wi i=1,2 ... n

Si todos los z; son distintos, existe la dpica solucién gue
se halla por un método anilogo al de Lagrange.

Se debe tener en cuenta qw&%a aplicacién de un polinomio
de alto grado puede conducir a los problemas dificiles rela-
cionados con los errores de redondeo.

4. Spline-interpolacién. Estudiemos un caso especial de
la interpolacién polinomial a trozos cuando entre cuales-
quiera nodos vecinos de la red la funcién viene interpolada
por un polinomio cibico (spline-interpolacidn cibica). Los
coeficientes de dicho polinomie se determinan en cada inter-
valo partiendo de las condiciones de conjugacién en los
nodos:

fi = w
fl—0)=/f(z+0)
Flegg—0=f(z+0, i=12...,,n—1,

Ademés, en la frontera se ponen las condiciones para z = z,
Y=z,

f’ (za) = 0! !. (3,‘) = 0. (5)
Buscaremos el polinomio ciibico en la forma
flzy=a; + b (z — zi) + o (B — zig)? - di (T — 21)°,

EIREG L /P (6)
De la condicién f, = y; tenemos
@) = & = Via,
f (=) = a; + by + bl + ikl = y,, 0]
By =y =g A=y B wevy =1

Calculemos las derivadas:

F (@) = b + 2 (2 — zi) + 3d; (z — 24)%
[ (z) =26 +6d (z —z), T, <z< 1z
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y exijamos su continuidad para z = z:
biyy = by + 2cihy + 3d,h}, (8)
=6 +3dh, t=1,2, ..., n—1.
El niumero total de los coeficientes desconocidos es igual,
evidentemente a 4n, el numero de ecuaciones (7) y (8)

equivale a 4n — 2. Dos ecuaciones que faltan las obtenemos
de las condiciones (5) para z =z, ¥y z = z,:

¢ =0, cn + 3dh, = 0.

Expresando a base de (8) d, = (¢;4+, — ¢;)/3h;, susti-
tuyendo esta expresién en (7) y excluyendo a; = y,_,, ob-
tendremos.

by = (W1 — Yridhd = By (o +26),  i=1,2, ..., n—1,
brl = [(yn — yn—l)fhn] f— ';' hn‘n-

Ahora, al sustituir las expresiones para b;, b, 4, y d; en la
primera formula de (8), obtenemos, después de algunas trans-
formaciones no complejas, una ecuacién en diferencias de

segundo orden
huey+ 2 (hy+ hysr) €un + RisiCraa =3 ( m:l:n s M_,,iw_’ ) ,
i=1,2 ..., n—1, (9)

con las condiciones de contorno
6 =0, Cnty = 0, (10)

y esta ecuacién se usa para determinar ¢;. La condicién
¢x+1 = 0 es equivalente a la condicién ¢, + 3dsh, =0y a
la ecuacién ¢;4+, = ¢; + d;h. La ecuacién en diferencias
9) con las condiciones (10) se resuelve por el método de
actorizacibn.

Se puede introducir la nocién de spline de orden m como
funcién que es un polinomio de grado m en cada uno de los
segmentos de la red y que en todos los nodos interiores de la
red satisface las condiciones de continuidad de la funcién
y de las derivadas hasta el orden m — 1 inclusive. Habitual-
mente se usan para la interpolacién los casos de m = 3
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(spline ciibico analizado més arriba) y de m = 1 (spline
lineal, correspondiente a la aproximacién de la grificade la
funcién y (z) por una quebrada que pasa a través de los
puntos (z;, i)

5. Aplicacién de la interpolacién. La interpolacién se
aplica en varios problemas relacionados con los célculos.
Indiquemos aqui algunos de estos problemas.

La elaboracién de un experimento fisico consistente en
la construccién de las férmulas aproximadas para las magni-
tudes caracteristicas seglin datos tabulares obtenidos en los
experimentos.

La construccion de las férmulas aproximadas a base de
los datos de un experimento de célculo. En este caso surgen
problemas no tipicos de interpolacién, ya que, corriente-
mente, se escriben férmulas cuya estructura sea cuanto més
simple.

La subtabulacién, o sea, el espesamiento de las tablas
se usa en aquellos casos cuando el cdlculo inmediato de las
funciones resulta dificil, o cuando se tiemen pocos datos
experimentales. A la méquina electrénica se introduce una
tabla pequefia, mientras que los valores de la funcién indis-
pensables en los célculos se hallan, cuando sea necesario,
segiin la férmula de interpolacidn.

La interpolacién se aplica también en el problema de
interpolacién inversa: estd dada la tabla y, = y (z;); se pide
hallar z; como funcién de y,. A titulo de ejemplo de inter-
polacién inversa puede servir el problema de bisqueda de
las raices de una ecuacidn.

Las féormulas de interpolacién se emplean también al
calcular integrales y al escribir aproximaciones de diferen-
cias para las ecuaciones diferenciales a base de las identida-
des integrales. El aparato matemdatico de cualquier ordena-
dor contiene programas estindar de interpolaci6n.

6. Aproximacién media cuadritica. Hasta ahora hemos
analizado la construccion de los polinomios de interpolacién
¥ (z) que coinciden con los valores de la funcién de partida
{ (z) en cierto conjunto de nodos sobre la red w:

¥ (x)) = [ (z1), z; € .

La funciéon y (z) aproxima la funcién f (z) en el intervalo
de la red.
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Sea L, la, b] un espacio de funciones reales con producto
escalar
b

t, O={ @) 9(2) 2z

W=V h.

Examinemos el problema general sobre la aproximacién
de las funciones f (z) mediante las funciones pertenecientes
a L,, sustituyendo la exigencia y, = f, por la condicién del
minimo de la norma: |[f — y ||z, o de la pequefiez de la
;nia;ima: Nf—yll, <e, donde e > 0 es la exactitud pre-
ijada.

La bisqueda de inf || f — y ||, es el problema de encon-
trar la mejor aprorimacidn media cuadrdtica. A titulo de
¥ (z) tomemos el polinomio generalizado

y norma

y (z) = gﬂ Ca P (3),

donde {gx (z)} es una familia de funciones ortonormalizadas
en [a, b

1, k=m,
(Prr Pm) = Bpms Spm= { 0, ks=m,

¥ ¢y s0n unos coeficientes arbitrarios. Entonces, el problema
de encontrar la mejor aproximacién media cuadrdtica se
reduce a la biisqueda del minimo de la funcién de n 4 1
variables ¢y, ¢;, . . ., cn

minllf@— 3 o (@)= e e - ol

Calculemos la desviacién media cuadrética

=ylF=0fIF=20¢ v+ iy
Sustituyendo agui las expresiones

(fv y)": z Cx (f! ‘Pa)" i cl!hl fh=(f| q,k)l
R0 A=D

lylr= 2 e,
h=()
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obtendremos
If=ylE=U112+ 2 (e —h)= 2 fi-

De aqui se ve que el minimo del error se consigue para
ex = fr, €8 decir, en la funcién

V(@)= (@)= fron (2)-
En este caso
M= i@ =1 — 3 A )

De este modo, la mejor aproximacién media cuadritica
existe y es finica. Ella lleva al problema sobre el célculo de
las integrales para determinar ¢y = fy = (f, @)
Si las funciones {@,} forman un sistema ortonormalizado
completo, se verifica la igualdad de Parseval—Steklov
b

3 a={r@d=nfr (12)

k=0 a

Al comparar (i1) con (12), encontramos
Ll
Nf—walr= 2 f
k=1
es decir, ||/ — ¥n || = 0 cuando n — oo; la mejor aproxi-
macién media cuadritica converge hacia f (z) y queda posible
la aproximacién con cualquier exactitud: || f — ya | < e,
siempre que n => N (e) (n es bastante grande).
osERVAcion. Todos los razonamientos estin en vigor,

si el producto escalar se toma con el peso p (z) > 0:

b

9= 1@ 9@ p (@) dz.
a

Son posibles también otros criterios de la aproximacién,
cuando la desviaciéon f — y se minimiza en otra norma, por
ejemplo, en la norma del espacio C (aprozimacién uniforme).
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RNealizdndose la mejor aproximacién uniforme, nosotros
buscamos la funcién y (z) en la cual se consigue

min méx | f(z)—y(@)|.

V) e<x<b

Sin embargo, hasta ahora no se ha encontrado un método

que permita encontrar los coeficientes de la mejor aproxi-
macién uniforme (por el nimero finito de operaciones) para
una funcién, definida en el segmento [a, 4]. Se pueden indi-
car, ademds, otros planteamientos de los problemas de
aproximacién: en un conjunto discreto, en una totalidad
de segmentos y otros. Se estudian también los métodos de
aproximacién no lineal, por ejemplo, con ayuda de las
funciones racionales. Lo iltimo resulta efectivo al elaborar
los resultados de los experimentos.

§ 2. Integracién numérica

i. Planteamiento del problema. Férmulas de integracién
numérica (de cuadratura) mds simples. El objetivo de la
integracién numérica es hallar el valor aproximado de la
integral

b
Jih=§ 1@ as, (1)

donde f (z) es una funcién prefijada. En el segmento [a, b]
se introduce una red w ={zp g =a <z, < ... <z <
< Zj41...Zy = b} y como el valor aproximado de la in-
tegral se considera el nimero

N
Inlfl= ge.: (1), 2

donde f (z;) son los valores de la funcién f (z) en los nodos
z = x; y ¢, faclores ponderales (de peso) que sblo dependen
de los nodos, pero no son dependientes de la eleccién de
f (z). La férmula (2) se denomina de cuadratura, o de integra-
cién numérica.

El objeto de la integracién numérica con ayuda de cuadra-
turas consiste en bisqueda de tales nodos {z;} y pesos {¢;}



§ 2. Integracién naumérica 83

que el error de la férmula de cuadratura

N b
Difi=3 ef (@) — | 1@ dz=TnN—T /]
=0 a

sea minimo para las funciones pertenecientes a la clase dada
(la magnitud de D [f] depende del grado de suavidad de
f (z))- Al construir la férmula de cuadratura, la integral (1)
se representa, corrientemente, en forma de una suma de las
integrales del tipo

B
[ 1@ az,

cada una de las cuales se reduce a la integral estindar por
el segmento de longitud unidad:
1

Lifi={{(eas 3)
0
mediante una sustitucién
z=a+ (f — a)s, (4)
fl@ =1+ @—a9=T (5)

de modo que
B 1 _ N
(1@ dz=n [ Fyas=xLll, x=p—a
o (]

(la raya por arriba de f (s) se omitird). Convengamos en con-
siderar que ® es una red uniforme. En este caso podemos
escribir
N
Jifi=2
x 1
Iy f f(z)dz=h é}{z.,‘+hs)ds.

e
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Si N = 2i, es un nimero par, tenemos

1
=2 T

a1 i
Jua= | 1(z)dz=2h | 1 (zaa+20s) ds,
Zai-a 0
etc.

Asi pues, el problema se reduce a la construccién de la
férmula de cuadratura para la integral (3) que se calcula
por un segmento unidad. Escojamos en el segmento 0 <C s <C
<1 los nodos 0 <5, <<s;<<...<5,<<1 (molde de la
férmula de cuadratura) y a la integral (3) le pondremos en
correspondencia la férmula

A= 3 i o). (6)

Veamos las férmulas de cuadratura més simples:
— férmula del rectdngulo (el molde contiene un nodo):

m=0, p=1, =5, AN=1(7):
— férmula del trapecio (dos nodos):

1 1
m=1, p=5, =7 %=0 =1

A(f) =+ (F () +1(1));

— férmula de Simpson (tres nodos):

m=2, Pﬂ=pl=%n Pl=%‘ 5,=0, "I=‘%r s=1,

A=+ (1O+4f () +1 1)

y otras. En la préctica se emplean, como regla, las férmulas
con un nimero pequefio de nodos del molde.

Escribamos ahora las férmulas correspondientes para la
integral (1) en una red uniforme {z; = ih} de paso h. Te-
niendo presente la sustitucién (4) y (5), obtendremos
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— férmula del rectingulo:

N-1

Iulfl= 3 M @wnh Ten=n=gh @

i=0

— férmula del trapecio:
N
Jut=3 cf(z)h o=cv=1, a=1
=0

i=1,2 ..., N—1; (8)

—f6rmula de Simpson:

N
Tui= 3 af (z) = (fo+ 41+ 2fa+4fs+ ...

=0
voo+2fnat-4fyg+fx) para N =2i, 9

2. Construccién de las f6rmulas de cuadratura. En virtud
de lo dicho més arriba, exponer el problema serd suficiente
para la integral tipo (3), a la que se le pone en corresponden-
cia la formula de cuadratura

i m
{19 dsm 3 paf (s0) (10)

[ hm=(

En el caso general los nodos y los pesos son desconocidos y
han de ser determinados.

Examinemos al principio un caso en que los nodos estén
prefijados y se requiere hallar los pesos de la férmula de
cuadratura {py}. Hagamos uso del requisito: la formula (10)
debe ser exacta para cualquier polinomio P, (s) de grado
r<m:

AP =LIP), r<m. (1)

Para que un polinomio de grado r satisfaga (i1), basta por
exigir que la formula de cuadratura sea exacta para cual-
quier monomio 5° de grado o (0 = 0,1, ..., r). Teniendo
presente que L [s°] = 1/(g + 1), obtenemos de (1) m+1
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ecuaciones
Pot+pi+ ...+ pm=1,
PoSat Pisi+ - .. + PmsSm=1/2,

PoST + PysST + -+ oo + P =1/(m +1).
Este sistema tiene una solucién unica, puesto que su deter-
minante es el de Vandermonde, distinto de cero, si no hay
nodos coincidentes, s, << s, << . .. sp.

Asi que, suponiendo m = 2, 5, = 0, 5, = 1/2, s, = 1,
tenemos un sistema p, + p, + p, =1, p,/2 + p, = 1/2,
p/4 + py = 1/3, cuya solucién estd representada por los
pesos de 1a férmula de Simpson: p, = p, = 1/6, p, = 4/6.
De este modo, la féormula de Simpson es exacta para un
polinomio de segundo grado. No obstante, por ser simétrica,
serA también exacta para todos los polinomios de tercer
grado:

Py(s) =14+ e (s —1/2) + ay (s — 1/2)* + a5 (s — 1/2),
puesto que es exacta para !(ss = (s — 1/2)®. En efecto,

ALe=HT=((=3)"+e0x (1)) 0.
L [(l—%)’]: '5 (:—%)’ds=0.

Las férmulas del rectdngulo y de trapecio son exactas
para una funcién lineal, es decir, para un polinomio de
primer grado, de lo que es ficil convencerse inmediatamente.

. En el caso general, a titulo de P, (s) puede elegirse
el polinomio de interpolacién de Lagrange
Pr(s)=2 1" 6)1 (50),
donde I§™ (s) es el coeficiente interpolador de Lagrange.
De la igualdad

1 m 1 m
LiPpl= | P(yds= 3 f(on) = [ 0 0)ds= 3 puf ()
¢

i} 0 A=n
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se ve que la formula (10) es exacta para un polinomio de
grado m, si los factores ponderales p, se determinan segin
la férmula

1
o= { 1 (5) ds. (12)
1]
Las férmulas de este tipo se llaman férmulas de cuadratura
de Cotes.
Aduzcamos como ejemplos de las formulas de cuadratura
dos férmulas mds:
en el molde tetrapuntual, s, =k/3 (k=0,1,2, 3), m=3:

A= (1O +31(5)+3/ (F) +1 D),
P0=P|=';"- P|=Pl=%'9
en el molde pentapuntual, s, = k/4 (k =0, 1, 2, 3, 4),
m = 4:
A = o5 (17O +321 () +12f () +

+32f (§)+11 (),

7 32 i2
Ph=Pi=gyr P1=Ph=5 P2=795-

Los moldes de las cinco férmulas de cuadratura aducidas
més arriba constan de los nodos simétricos con relacién al
centro s = 1/2 del segmento 0 << s < 1.

3. Formula de Taylor con término residual en la forma
integral. Al investigar el error de la férmula de cuadratura
nos hard falta la formula de Taylor con término residual en
la forma integral:

F()=1(0) 45" (0) + 5 [* O) + «er 42 /™ (0) + By (9),
(13)
Ruv(9)= | L2 0y ar,
0
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Dicha férmula puede ser demostrada por induccién res-
pecto de n. Para n = 0 es justa:

16 =1O)+R (), Rys)= | r@ar.
0

Admitamos que es justa para n. Integrando por partes, ob-
tenemos una correlacién

j (‘_Ili)l 140 (£) dt =
1]
(s— t)n2

— S e+ § G e @ =
]

(s—r)n1

= (r:'-‘:i}l el Vs S “mxor /TP @d (14)
0

la cual demuestra la férmula (13) precisamente para n 4 1.
Introduciendo la funcién

E*/nl para £=0,
Kn (E) o 0 para E<0,

escribamos la formula para el término residual R, 4, en la
forma

(15)

1
Ry (6)= | Ko (s—1) 0 (1) . (16)
0
4. Férmula para el error de laférmula de cuadratura.
Pasemos a la deduccién de una féormula para el error de la
formula de cuadratura

A= Alfl = LI an
en la clase C("*) de funciones que tienen la (n -+ 1)-ésima

derivada continua en el segmento 0<s<<1: f(s) €
€ C™N [0, 1]. En este caso sirve la féormula (13) o bien

16)= Py (&) 4 Roni(®), Pale)=3 2-1(0). (18)

o=(
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De lo expuesto anteriormente (véase el p. 2) estd claro
que para un polinomio P, (s) de grado n Ja férmula (10) es
exacta en dos casos: paran < m + 1 = n,, simespary la
formula es simétrica; para n < m = n, en todos los demds
casos. Supondremos por ahora que

AP, = L[P,], esdecir, n<n, (19)

Volvamos ahora a la diferencia A (f) y sustituyamos
{= P, + Ry, en (17). Tomando en consideracién (16) y
(19), obtendremos
A(N=AIN—-LIfl=

= (A [Pl — L (Py]) + (A [Bps ] — L [Bpuil) =
m 1
= AR —LIRpsid = 3 pu | Kn (=) 1040 (0) a2 —
k=l 0
g5
— | | Kas—pypemen (o) drds =

L]

1 m 1
= [[2 oukalor—)— § Kals—tyds] o0 (1) .
0 k=D ]
Haciendo uso de la expresién (15) para K, (s — t), hallamos
1 1
- - (‘_')n s (1,_‘]!nl
| Kals—tyds= 5 I ds= L2005
0
De resultas, la formula para el error toma la forma
1

A= | Fas [0ty e, (20)
0
donde
Fai= 3 pika (—n—S=0E @

De aqui se desprende la estimacion para el error
JA) )<< My iglnsy (22)
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para | Y (1) | << M, 4,, donde M,,, >0 es una cons-
tante, y para
1

Cn4y = j 1 F sy (2)] di.
0

Si F,y, (t) no cambia de signo en el segmento 0 <{s<C 1,
entonces, en virtud del teorema del valor medio, tenemas

1
AN =1 @®) | Fasttrar, €O, 1),
0
5. Estimacién del error de las [6rmulas concretas. Nues-
tro objetivo es obtener la estimacién del error A {f) =

= A [fl — L [f] de la férmula de cuadratura para la integral
estindar (3). Al pasar a las formulas para las integrales (1)
y (3), se debe tener en cuenta que

ST _ g @)
o d=? ’

f&)=f(x), z=a+(p—a)s, dz=xds, x=p—a.
Por eso, para el error
m [
difl= 3 xpaf @) — | 1 (@) dz=A (D)
=0 @
es justa, en virtud de (22), la férmula

Fd [!" gcn‘”x’“‘l méx I ﬂ’“‘" (I) [ '
xE{a, il

1
Cn+y= S |F ey ()] dt.
1]

Para el célculo del error J i [f] — J [f] es necesario, eviden-
temente, sumar sobre la red los errores | D [f] ).
Veamos las férmulas de cuadratura méis simples.
1) FORMULA DEL RECTANGULO: m = 0, p, = 1, 5, = 1/2,
A {) = J(1/2). Debido a )a férmula (20) tenemos
1
= - 1 {—gyn
afi= [ RoFma, Fo=k (5-t) =555,
L
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es decir, F, (t) = —(1 — )%/2 < 0 para t > 1/2, Fy(t) =
= (/2 —t) — (1 — t)*/2 = —1¥/2 < Oparat < 0, es decir,
F (t) < 0 es una funcién de signo constante y

1
ap=F ) | a0 de= L2 ne, 1.
0
De aqui se infiere que

=

&y () =hf ) — | 1(@dz= — 51 (&),
X
§ €[ Tin =l (23)
Sumando segin i = 1, 2, . .., N, y teniendo presente que

la media aritmética es igual a

N N
D hE) == D R =1 @) (b—a), E*Ela, b],

i=1 fom i

obtenemos para el error la férmula del recténgulo:
L
Dy (f) = ~ 5 1" (%) (b—a).

Si f (z) tiene derivadas continuas por lo menos de cuarto
orden, / (z) € C™ (n>>4), podemos anotar el desarrollo
asintético para el error:

Dy () = ah® + aht, (24)

donde
t 1
w=— o | '@ dz=— 5 ' O) =1 (@)

En electo. al sustituir en (20) la expresion
ro-T () (-7 (3)+
+(t=F) 7" . ne@ b



92 Cap. I1. Inserpolacibn ¢ integracibn numérica

hallemos, después de ciertos célculos no complejos,
F \l —_- prey
A(h=—5T(5)+ gV (), neQ© 1.

De aqui se deduce que

Dy (f) = —‘g' 2 hfi- uz+ E ’l!w (E))-

i=1 te=i
Al tomar en consideracién que, en virtud de (23),

3 . m-—S 1" (@) do—g 1V (€9)-(b—a), E*€la, b,
i=1
obtenemos el desarrollo (24).

De (24) se ve que la formula del rectdngulo tiene el cuarto
grado de precisién: D y (f) = O (h*), si la funcién f (z) satis-
face la condicién [* (@) = [’ (b). Si se conocen [ (a) y [ (b),
podemos poner f (z) = ¢ (z) + az + Bz?, donde ¢ (z) sa-
tisface la condicién ¢’ (a) = ¢’ (b), siempre que o y f§ se
elijan del modo siguiente

74 Gl—df' {b) B= (&) —1" (a)
—a 2(b—a) -
Entonces

j‘:ﬂz}dx= i p(z)dx+e,

o= a(b?—ad) 4 =B (B —a).

La integral de ¢ (z) se calcula segiin la férmula del rectangu-
lo con la exactitud de O (h*).

2) FORMULA DEL TRAPECIO: m = 1, p, = p, = 1/2, 5, = 0,
& = 1.

A()=5FO+7 (1)
La funcién F, (t) = —;— t (1 —t) > 0 es de signo constante,

por lo cual queda vélida la estimacion

Dy (D=4 1"€")-b—a), & Ela, b)
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es decir, el coeficiente de k? en la expresion para el error
de la férmula del trapecio es dos veces mayor que para la
formula del rectingulo. Reiterando los razonamientos, and-
logos a los citados més arriba, nos convencemos de que es
justa la férmula

Dy () = —2ah® + ah® para fEC™M, n>4,

donde a, se determina de acuerdo con (24), @y, = O (1).
3. PORMULA DE SIMPSON: m = 2, 5, = 0, 5 = 1/2
=1, pg = pa = 1/2, p, = 4/6.

AD=15(FO+47 () +/W).

Por cuanto la formula de Simpson es exacta para un poli-
nomio de tercer grado, entonces n = 3 y calculamos:
1
A= P07 @) at,

1]
Fo(t)=5 (Ky (0—1)+ Ky (1—t) +

+ 5K (5—t) 45T

y 8 =

De aqui encontramos

Fu(t) =y (20 —39, t<-;

Ft) =5 @A—10=3(1—1)), >,
F,(t)>0 para todos los {€(0, 1),

y, por counsiguiente,

1
S F‘ (‘J d:=jﬁ
o
de suerte que es exacta la formula

Ay (=55 7" (), ME, ).
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Pasando a las integrales respecto de z y teniendo presente
que % = 2k, fIV () = (2h)* f1V (§,), obtendremos
lo—-1 i
-1 . 1
Dy ()= 2 %{L'tj‘{L.t_{'_}__.?_J‘_ j f(z)dr}:

=0 =g

=L hfY @), B Ela, b,

donde N = 2i,, h = 1/N.
Si es que f (z) € C™ (r = 6), entonces podemos obtener

un desarrollo de la forma
Dy (H=aht +agh®, wa=0(1),
1
@ =5 § 1" @) dz =gz (1" (1) — 1" (O))-
1]
6. Aumento del orden de exactitud. Método de Runge.

Para las férmulas de cuadratura (por la amnalogia con lo
anterior) se puede obtonmer un desarrolio asintético de la

forma
Dyt =Jn() —J () = ah® +aht +ah + ...,

sl f (z) vs una funcién suficientemente suave. En este caso
| @+ | €8 considerablemente inferior a |ax | (k = 2, 4),
ruzon por la cual el aumento del orden de exactitud de la
férmula de cuadratura resulta muy importante.

Realicemos los célculos sobre dos redes uniformes con
los pasos h, y h,, respectivamente, y hallemos las expre-
siones
IMifl=Jn(fl ¥ T*(l=Im(fl, AV =hNy=b—a.

Exijamos que el error para su combinacién lineal

B (y=D" () +(1—0) D™ ()
sea una magnitud de orden superior en comparacién con
Dh y Dhs, Si para DM = D, tiene lugar la formula del
tipo
Dre=Jrlfl —Jfl=0aph®? +ah® + ..., ¢=>p
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entonces para D* = (oJ™ [f] + (1 — a) J* [fl) — J [f] ob-
tendremos

B* (f) = ap (0h§ + (1 —0) h§) + &g (0h] + (1 —0) AE) + ...
Elijamos el pardmetro o, partiendo de la condicién ohf +
+ (1 — o) h§ = O

o = h§/(h8 — h%).
En este caso tendremos
D* (f) = aq (0h] + (1 —0) hY) + ... = O (¥%), h=méx (hy, ha),

con la particularidad de que oh{ + (1 — o) h <"0. Asi,
por ejemplo, si p=2, g=4, entonces D"(f) =
= —ahlhl + ... = 0 (k*). De este modo, &l realizar los
céloulos sobre dos redes con los pasos hy y hy 5= hy, hemos

aumentado el orden de exactitud en 2 (en ¢ — p) para J =
=gJh + (1 — o).

Observemos que combinando la férmula del_trapecio
Jihap [/} y la del recténgulo Ji [f], ambas con paso 2k,
obtendremos la férmula de Simpson Jfinp con paso h:

Thimp (] = 3 T 111+ T Res 1] =
=& (fotdh+ 2ha+ -+ 2aw-at bfawos+ Fan:

donde h = (b — a)f(lzi\").

El método de célculo sobre varias redes se aplica para
el aumento del orden de exactitud incluso en aquel caso
cuando se desconoce el orden del término principal del error
(proceso de Aitken). Supongamos que para el error tiene
lugar la representacién

D) = aph®? + agh? + ..., q>p,
de suerte que
JhUfl = Tl + aph? + ah? + ...

Realicemos los cdlculos sobre tres redes: h, = h, hy = ph,
hy = p*h (0 << p << 1). Determinemos, al principio, p, me-
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nospreciando el término O (k9. Formemos una razén

I L Vi e s V]| hY—Hf 1P __(1)»
Jhs (] —Jaha () M—hE  pPU—pP) T\ p
y hallemos

p=InA/ln -;—

Sabiendo el valor aproximado de p, se puede, empleando el
método de Runge expuesto mas arriba, aumentar el orden

de exactitud. Con este fin formemos una combinacién J* =
= aJMm 4+ (1 — o) Ja y elijamos o de una manera tal que
se verifique ohf + (1 — o)kl = (0 + (1 — a) p") k* = 0,
es decir, 0 = p?/(p? — 1) = 1/(1 — A). Entonces, para el

error D" = J* — J obtenemos
D* (f) = O (r9).

Todos estos razonamientos tienen sentido, por supuesto, si
la funcién f (z) tiene una suavidad correspondiente.

7. Férmulas de cuadratura de otro tipo. Sin perturbarla
generalidad de razonamientos podemos considerar

1
Jth= 1@ adz (25)
0

Hasta ahora se han analizado las formulas de cuadratura con
los nodos prefijados {z)}:

N

Inlfl= 2 e (za)- (26)

Las férmulas citadas son exactas para todos los polinomios
de grado N. Si se consideran desconocidos no sblo ¢y, sino
también los nodos z,, podemos exigir que la formula de
cuadratura (26) sea exacta para todos los polinomios de
grado 2N — 1. La férmula de esta indole lleva el nombre
de Gauss. Exigiendo que para los monomios 1, z, 7%, .. .,
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.., x™ ... zV¥ la férmula sea exacta, es decir, que
N 1
_ m_ - Fmil |t
Iy lz™] = Z (% _-5.1:"‘da:_-—-—""_l_i =
h=0 o
=m_‘+1-, m=0, 1, ..., 2N—1,

obtendremos 2N - 2 ecuaciones para los nodos y pesos
qtet+ ... ten=1
€oZo+ ezt .- - Fenzy=1/2,

o2V e diVH L L feniH = 1N +1).

El niimero total de las incégnitas es igual a 2V + 2, es decir,
N + 1 nodos y N + 1 factores ponderales desconocidos. El
nimero de ecuaciones es también igual a 2V + 2. Se puede
demostrar que el sistema escrito de ecuaciones tiene la
solucion.

Aduzcamos la férmula de Gauss mds sencilla para N = 2:

In N =2 f (2 + 5 f @)+ 1 (@),

donde
1— V0,6 1 0,8
Fp=—m i -1-"=—-_—+;/ ' Il=2'

Las férmulas de Gauss proporcionan buena precisién con el
niimero reducido de nodos.

De un ejemplo mas sirve la férmula de cuadratura de
Chébishev en la que se eligen los mejores nodos bajo la
suposicién de que todos los pesos son iguales. En este caso

N
JN{HZ% Z f(za).
=1

Exigiendo que la formula sea exacta para f (z) = z, s
. .. zN, obtendremos N ecuaciones para determinar z,, I, ...
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TR ]
z{‘+:f+...+:ﬂ=ﬁi—. m=1, 2, “eey N.
Estas ecuaciones tienen soluciones para m =1, 2, ...

.. 17,9,y param = 8 y m > 10 no tienen raices reales.
Cuando m = 3, la férmula de Chébishev tiene por expresion

jfamx.m— s F=5V2)+1(3)+
Hx+4VE)

Para ella el coeficiente de )| f1V || en la estimacién del
error es dos veces menor que para la formula de Simpson.
OBSERVACIONES. En ciertos casos al cdlculo de las inte-

grales le debe preceder su transformacion, teniendo en cuenta
los rasgos especificos de la funcién subintegral. Ejemplos:

1) f(2)= “‘,; fo(@), fo(0)5=0, es decir, f(z) tiene

una singularidad cuando z = 0. Esta singularidad se elimi-
na por el cambio de variable:

ff(s)dx S—;—:%dz— j;.(:)w;=
o 0

1
= S fya, t=Vz.

2) La funcién subintegral tiene el cardcter exponencial:
f (z) =~ ce=*, es decir, la funcién In f (z) es lineal, Represen-
temos f (z) como f (z) = exp{ln f {z)}, interpolemos In f (z)
linealmente en el segmento [x;_,, z;):

Inf (2= Infib L= In /)y,

e integremos después respecto de z entre z;_, y z,. Esia
formula resulta atil en los cdlculos practicos.

3) Si f (z) es una funcién rdpidamente oscilante, de modo
que puede ser escrita en la forma [ (z) = y (z) cos wz, donde
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la frecuencia w > 1 es grande, entonces calculando una
integral se puede recurrir al procedimiento siguiente. Prime-
ro integramos por partes:
x =,
f f(@)dz= | y(z)cos ozdz=
Ti1 Ep-1
x q %
e 5 ¥’ (z) sen oz dz.
-1 a1
Si y (z) es lineal en [z;_,, z;], entonces la integral del segundo
miembro se calcula en la forma explicita. Si y (z) es un poli-
nomio de grado n, la integracién por partes se realiza n
veces.

1
= ysen oz




Capitulo 111

Resolucién numérica de los sistemas de
ecuaciones algebraicas lineales

En este capitulo se estudian los métodos de resolucién
numérica de los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales,
es decir, los métodos numéricos del algebra lineal. Existen
dos tipos de métodos: directos e iterativos. Analizamos, ante
todo, el método de eliminacion de Gauss para los sistemas
del tipo general y las variantes: método de factorizacién y
métodos de factorizacién matricial para los sistemas del tipo
especial (con matrices tridiagonal o tridiagonal por bloques).
Estos son los métodos directos. Su eficiencia depende del
orden del sistema y de la estructura de la matriz.

Al estudiar los métodos iterativos, consideramos todo
sistema de ecuaciones como una ecuacién operacional de la
primera especie Au = f, y exponemos la teoria general de
los métodos iterativos para ecuaciones operacionales con
suposiciones minimas respecto del operador A. La teoria
general permite demostrar la convergencia de las iteraciones
para el método de Seidel y para el método de relajacion supe-
rior con restricciones minimas para el operador A. Se han
analizado dos clases de los métodos: 1) para el caso en gue se
conocen las fronteras y, >0 y y, >y, del espectro del
operador A en cierto espacio energético H p; 2) para el caso
en que las fronteras y, y y, no se conocen. Es de gran eficacia
el método triangular alternado que se estudia en el § 5.

§ 1. Sistemas de ecuaciones algebraicas lineales

1. Sistemas de ecuaciones. El problema fundamental
del édlgebra lineal consiste en la resolucién del sistema de
ecuaciones

Au = {, (1)
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donde u = (u®, ..., u™M) es el vector buscado, f =
= (f™, f®, . . ., fiN) es un vector conocido de dimensién N,
A= (ay) (i, j = 1,2, ..., N)es una matriz cuadrada de
dimensién N x N con elementos a;.

Se supondré gue la matriz 4 es regular, det A4 == 0, de
modo que la ecuacién Au = O tiene sélo una solucién tri-
vial, y el sistema (1) tiene la (nica solucién

u=A-Y.

En el curso de dlgebra lineal la solucién del sistema (1)
se expresa, corrientemente, segln las formulas de Cramer
como una razén de los determinantes. Dichas férmulas no
sirven para la resolucién numérica del sistema (1), puesto
que requieren el cilculo de N + 1 determinantes, lo que,
a su vez, exige un gran namero de operaciones aritméticas
(hasta N1). Si incluso escogemos el mejor método, para el
calculo de un solo determinante se mecesitard aproximada-
mente tanto tiempo que se requiere para la resolucién de
un sistema de ecuaciones lineales por los métodos numéricos
modernos. Ademéas, hemos de tener en cuenta, que los cél-
culos segin las férmulas de Cramer conducen con frecuencia
a los grandes errores de redondeo.

La peculiaridad de la mayoria de los métodos numéricos
para (1) consiste en que se abandona la idea de buscar la
matriz inversa. El requisito principal gue se levanta ante
el método de resolucién es el minimo de operaciones aritmé-
ticas suficientes para la biisqueda de una solucién aproxima-
da con la precisién prefijada e > 0 (eficiencia del método
numeérico).

2. Casos particulares de los sistemas. No es dificil re-
solver el sistema (1) en los casos particulares que van abajo.
Sea A una matriz diagonal, es decir, a;y = 0, j 5= i, a;; 0
{f(.si =1, 2, ..., N). Entonces, el sistema tiene por expre-
s1on

aguh = fi,
de donde encontramos

uth=fija,, i=1, 2, ..., N.
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Si A es la matriz triangular inferior, es decir, si q, ;=0
para j>1i (i, j=1,2,..., N), a;; 0,
gy 0 ais B

Ayy Ang o LT
entonces el sistema de ecuaciones tiene por expresién

ayut = f,
gt 4 azu® =/,

Ay apu® | || gy uN = [,
L.os componentes del vector u se hallan sucesivamente al
pasar de n a n + 1, partiendo de n = 1:

JLS . -
u{ll‘;‘_“.. : “lﬂ_;'T{ﬂll_a““(l))l 5

n
1
wmH) — vy (ﬂ"'”— E @i kughl) -
h=1

n=2 3, ..., N—1.

Para hallar el vector u = (u®™, ..., u™) se necesitan
1+3+54...+4 2N —1= N? operaciones aritméticas.

Si A es la matriz triangular superior, es decir, si a, ;=0
para f<‘u all%O “' ] = 1! 2| voaag N}v

gy @yy ... Gy

0 Ayt Not Tt Byot,n Onn

entonces el sistema (1) tiene por expresi6én
a"u“’+aﬂnl‘?+ « oot agyuth = f,
apu 4 .., - ayulM = j,

i - .......... ;c_.n‘ .
Syt NN gy yuW = V=D,
a”nulrﬂ:f{rﬂ.
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Los componentes del vector u = A -'f se determinan sucesi-
vamente, al pasar de n + 1 a n, segin las férmulas

P 1 S

m=1L"" ™m=_1_[pm__ ol (L BOS

= o’ ¥ Snn (ﬂ- 5-2-:4-1 AR )‘
a=N—1, N2, ..., 2 1, 2

lo que también requiere N* operaciones.

La elecci6on del método y la eficacia de éste dependen
de la forma de la matriz 4 y, ademés, del tipo del ordenador.

Para varios problemas A es una matriz enrarecida y Ia
mayoria de sus elementos son ceros. Las matrices de este
tipo aparecen con frecuencia al realizarse la aproximacién
de diferencias de las ecuaciones diferenciales. Los elementos
de tal matriz se calculan, corrientemente, por las férmulas
dadas, razén por la cual no han de ser conservadas en la
memoria de acceso réipido del ordenador. Esta cuestién es
de mucha importancia, pues el orden de las matrices de
este tipo puede alcanzar hasta decenas de miles e incluso
centenares de miles.

De caso particular de una matriz enrarecida sirve la
matriz de cinta; todos sus elementos no nulos se encuentran
cerca de la diagonal principal, esdecir,a;; = 0,si | i — ] |>
> I, donde I << N. Los elementos distintos de cero se dispo-
nen en 2! 4 1 diagonales, incluida la diagonal principal.
Como ejemplo interviene una matriz tridiagonal

— €y b‘ O ...0
ac| @ -a b0

0 0 ay—cy
E) sistema correspondiente (1) tiene por expresién
— cut") - bu@ = fin,
glu(‘-ﬂ — g,utl) -+ b'u(h'll - ﬂu'
apuiN=1 —¢ nu = fuy
=23, ..., N—1.
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Esta es la ecuacién de segundo orden que ha sido analizado
en el cap. I, donde para su resolucién se aplicé el método
de factorizacién.

3. Ecuacién operacional de primera especie. Se sabe
que todo matriz 4 = (a;;) (i, j = 1, 2, ..., N) define un
operador lineal A que aplica el espacio AV en si mismo:
Au € H¥ para cualquier uw € HN o bien A: HN — HVN.
Viceversa e todo operador A (en cierta base &, ..., Ey)
le corresponde una matriz A = (a;;) de dimensién N x N,
donde a,; es el componente del vector AE;. Por eso, la ecua-
ci6n (1) puede considerarse como una ecuacién operacional
de primera especie

Au"__fl u!fEHN.

con el operador A: HY — HN,

Con el fin de recalcar la equivalencia de los problemas
(1) y (3), dejamos invariable la designacién A tanto para la
matriz como para el operador. Omitiremos el indice N en
HN y escribiremos simplemente H. El paso de (1) a la ecua-
cién operacional resulta cémodo para la exposicién de la
teoria de métodos iterativos. En este caso no se emplea nin-
guna informacién concreta sobre la estructura de la matriz 4.

En el espacio H introduzcamos un producto escalar (),
vy una norma || u || = J/ (&, u). Supondremos que el operador
A es autoconjugado y positivo: A = A* > 0. Analizaremos
también el espacio energético Hp con el producto escalar
(¢, v)p = (Du, v) y la norma || u ||p = V (Du, u), donde D
es un operador lineal positivo y autoconjugado: D: H — H,
D =D*>1.

Denotemos con (E,, A,) (s=1, 2, . . ., N) los vectores
propios y los valores propios del operador A:

Agl = A& (El- Em) = 8um,
em=1,2 ..., N
Por cuanto 4 > 0, se tiene A, > 0, y podemos considerar

que 0 <A, <A, <...<Ay, ¥y, por consiguiente, se
verifica la desigualdad

ME < A < AME, Ay = min A, Ay = miéx A,
L a

La razon Ay/A; lleva el nombre de nimero convenido.
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En la préctica resulta méas conveniente emplear la razén
inversa, es decir, el parimetro £ = A,/A 5, el cual se denomi-
nard medida convenida. En lo sucesivo se mostrard que de
dicho pardmetro depende la convergencia de las iteraciones.
El parametro § para las ecuaciones en diferencias que apro-
ximan las ecuaciones de la fisica matemética (por ejemplo,
la ecuacién de Laplace) es pequefio: § = 10-*—10-* (el ni-
mero convenido es grande).

De la férmula u = A4 -f se ve que

Nwll< WA INE N a1 =1/n.

Esta desigualdad expresa la estabilidad de la solucion del
problema (1) respecto del segundo miembro. Si ||A-' || =
= 1/A, es muy grande, puede suceder que el problema (3)
no sea correcta, es decir, inestable con relacion a los errores
en la prefijacién del segundo miembro, incluso a los errores
de redondeo.

4. Métodos directos e iterativos. Los mélodos numéri-
cos de la resolucién del sistema (1) se subdividen convencio-
nalmente en dos grupos y se distinguen métodos directos y
los iterativos (se tienen, por supuesto, los métodos mixtos).
Los métodos directos permiten obtener, después de un nime-
ro finito de operaciones, una solucién exacta del sistema
de ecuaciones, siempre que la informacién de entrada (el
segundo miembro de la ecuacién [ y los elementos a;; de la
matriz A) viene dada con toda la exactitud y los caleulos
se realizan sin redondeo. El ejemplo mas simple del método
directo es el de factorizaciéon. Por supuesto, los métedos
directos dan también la solucién con cierta precision, la
que depende de los errores de redondeo, es decir, del orde-
nador y del cardcter de la estabilidad de célculo, lo que
depende, a su vez, del método mismo.

El método iterativo permite hallar la solucién aproximada
del sistema construyendo una sucesién de aproximaciones
(iteraciones), a partir de cierta aproximacién inicial. La
propia solucién aproximada es el resultado de los célculos
obtenido después de haberse realizado un ntmero finito de
iteraciones.

La eleccion de tal o cual método numérico depende de
varias circunstancias: de los programas disponibles, del
tipo de los cdlculos y de la matriz A, elc. Expliquemos las
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palabras «tipo de los cdlculos». Son posibles distintos plan-
teamientos del problema:

1) hallar la solucién de un problema concreto (1);

2) hallar la solucién de varias variantes del problema
(1) con una misma matriz A y segundos miembros diferentes
de f. Puede ocurrir que un método, no optimal para un
problema (1), resulte muy eficaz para el célculo multiva-
riante.

En el cilculo multivariante se puede disminuir el namero
medio de operaciones para una variante, si se conservan
ciertas magnitudes y no se calculan de nuevo para cada
variante, lo que depende, naturalmente, del ordenador y del
volumen de su memoria de acceso rapido.

De aqui esta claro que la eleccién de un algoritmo debe
depender del tipo de los cdlculos, del volumen de la memoria
de acceso rapido del ordenador y, naturalmente, del orden
del sistema. La calidad de un algoritmo se determina por el
tiempo de méquina que se exige para hallar la soluciéon del
sistema (1). Se elige, naturalmente, un método, para el cual
el tiempo de resolucién es minimo en comparacién con los
otros métodos. No obstante, el tiempo de célculo depende
de varios factores, entre cuales pueden citarse el nimero
de operaciones aritméticas y logicas que son necesarias
para obtener la solucién con la exactitud prefijada, la velo-
cidad de funcionamiento y el volumen de la memoria de
acceso rapido del ordenador, la calidad del programa. Al
estimar teéricamente la calidad de los algoritmos su com-
paracién se realiza por el niimero Q () de operaciones arit-
méticas suficientes para hallar la solucién del problema
con la exactitud prefijada e > 0.

§ 2. Métodos directos

1. Método de Gauss, Hay varias variantes de célculo
del método de Gauss basado en la idea de eliminacién suce-
siva. El proceso de resolucién del sistema de ecuaciones al-
gebraicas lineales Az = f, o

N
mfy, =4, 2, o000 N, 1
El ayzy=f; (1)
por el método de Gauss, consta de dos etapas.
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PRIMERA ETAPA (procedimiento directo). El sistema (1) se
reduce a la forma triangular
z -+ Btz = g, 2
donde z = (%, - - -, Zn) ¥ @ = (@1, + - -, Qi) S0n los vecto-
res desconocido y conocido, respectivamente, B+ es la matriz
triangular superior.
SEGUNDA ETAPA (procedimiento inverso). Las incbgnitas
Zys Ty_yy - - -, T 8@ determinan por las formulas (2) del § 1.
Pasemos a la exposicion detallada del método. El primer
paso del método de Gauss consiste en la eliminacién de la
incégnita z, de todas las ecuaciones con excepcién de la pri-
mera. Supongamos que a,, 7= 0, dividamos la primera ecua-
cién (1) (i = 1) por @, y escribamos el sistema (1) en la
forma
z, + by + .-+ bynTy = @ by = ayylay,
2<j<N, ¢ = fifay, (3)

a2 + a2y + .. - Y ayygy=fi, i=2,3,...,N. (4
Multipliquemos la ecuacién (3) por a,,, donde i es cualquiera
de los nimeros i = 2, 3, . . ., NV, y sustrayamos la ecuacién
obtenida de la i-ésima ecuacién (4}):
(aip —apbyg) T3+ . .. + (G1y —@ubyy) Ty = fi— 8Py
I==2; Byvuawii Ny
Introduciendo las designaciones
aly =ayy—auby, fi'=fi—aupy
i, f“=2) 3, ---|N| (5)
reescribamos el sistema obtenido de ecuaciones (que es equi-
valente al sistema (1)) en la forma
Zy+byuzy+ . binIn =1
oz + ... +aflzy=A", 1=2,3,..., N
La primera columna de la matriz de este sistema se compone

de ceros, a excepcién del primer elemento para i = 1,j = 1,
que es igual a uno.
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El paso segundo consiste en la eliminacién z, del sistema
a2z, + ... + gty = fa",
............... (6)

05!33:"‘ R ﬂi\lu)\f-"nr - &lr’-
Con este objeto dividamos la primera ecuacién por a,}:
Tyt byZs + ..+ DanIn =y,

Go=1"la), by =adillal), =3, ..., N,
multipliquémosla después por (—a'})) y sumemos con la
ecuacidn

aPz, +alizy+ .. a2y =1", i=3 4 ..., N.
De resultas obtendremos un sistema
Tyt basTy + - . . 4 bayTn =@y,

a2z 4 . 4 d ey =12, i=3,4 ...N, (1)
o= —alfhy, 1= P
i=3, 4, ..., N (8)

Para z,, z,, . . ., 25 tenemos un sistema de (N — 2)-ésimo
orden andlogo al sistema (6) de (V¥ — 1)-ésimo orden para
Tgr Tyy -+ oy TN
Continuando los razonamientos, obtendremos tras el
(N — 1)-ésimo paso (es decir, al haber excluido z,, z,, . . .
s Ty
“whf'” N=f(nj;h”. o bien zy =gy, Oy =f§‘-“/‘ﬂ'fnﬂ—”-
(9)
Llegamos en fin al sistema (2) con la matriz triangular supe-
rior
Zy+ bty + byt ..+ bivIy =04
Zy+ byZy ...+ banTy =g
Zyoy+ byt NTN = Pn-1r
Iy =9n-
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El procedimiento inverso del método de Gaus consiste en
determinar todos los z; pertenecientes al sistema (10) con la
matriz triangular superior. No es dificil mostrar que el
método de Gauss expuesto més arriba puede aplicarse sola-
mente en agquel caso en que todos los menores principales
son distintos de cero.

Contaremos el nfimero de multiplicaciones y divisiones
en el método de Gauss. Veamos primero el procedimiento
directo. En el primer paso se requieren Q, = N* divisiones
y multiplicaciones, el segundo paso exige Q, = (N — 1)*
operaciones, etc. En total se deben hacer N pasos del proce-
dimiento directo realizando para ello

N N
S (N—kt4p=3 2 = YWHVEN Y

h={ ey

multiplicaciones y divisiones. Es evidente que en el proce-
dimiento inverso se deben realizar N (N — 1)/2 mulupltca-
ciones. De este modo, para resolver el sistema de ecuaciones
(1) se necesitan Q = N (N* + 3N — 1)/3 operaciones de
multiplicacién y divisién. Se necesitardn también aproxi-
madamente el mismo nimere de las operaciones de suma-
cibén.

Demos a conocer un ejemplo de aplicacién del método de
Gauss. Examinemos un sistema de tres ecuaciones (N = 3)

2z+ 4z, + 3z,=14, (11)
3,4+ z,—2zy= —2, (12)
br,+ 11z, Tz =17. (13)

PROCEDIMIENTO DIRECTO. PRIMER PAs0. Dividamos la pri-
mera ecuacion por a,, = 2:

z, + 2z, + 1.5z, = 2. (14)

Multipliquemos (14) por —3 y sumemos con (12), a conti-
nuacién multipliquemos (14) por —4 y sumemos con (13):

—5z, — 6,5z — —8, (15)
3z, + 73 = 1. (16)
Se ha obtenido el sistema de segundo orden.
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SEGUNDO PAso. Dividamos (15) por —5:

Z’ + 1v337: = 1|6' (1?)
Multipliquemos (17) por —3 y sumemos con (16):
—29z; = —5,8. (18)

TERCER PAs0. Dividamos (18) por —2,9:
Ty = 2.
De resultas obtenemos un sistema
z, + 224 + 1,523 = 2,
xy + 1,32, = 1,6,
e =2

con la matriz triangular superior

1 2 4.5
[011.3_
001

PROCEDIMIENTO INVERSO. Del sistema hallamos sucesiva-
mente: z3 =2, z, =16 —1,3:2; =16 —1,3.2 = —1,
z, = 2 — 2z, — 1,52y = 1. De este modo, queda determi-
nada la solucién del sistema (11)—(13):

=1, zg = —1, Ty = 2.
2. Método de la raiz cuadrada. Este método se emplea

para los sistemas
Au = | (19)

con matriz hermitiana A (simétrica, en el caso real). La
matriz A se desarrolla en un producto
A = 8§*DS, (20)

donde § y D son matrices superior triangular y diagonal,
respectivamente. La resolucién de la ecuacién Au = f se
reduce a la resoluciéon de dos sistemas

S*Dy = f, Su = y. (21)
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Con el fin de obtener el desarrollo (20), designamos § =
= (s1j), D = (d,8;;) y hallamos

N N
(DS);= “2_}] dptpy=4dysy;, (S*DS)y;= *El Sy idpndugs

puesto que §* = (s:,), donde la raya significa una conjuga-
ci6bn compleja.
De resultas obtenemos una ecuacion

N _
Z ‘Mdu3u=“u- (22)
h=1

El sistema de ecuaciones (22) se puede resolver de manera
recurrente. Por cuanto S es una matriz triangular superior,

entonces sy; = 0 para k > i, s;y = 0 para k << i, y, por lo
tanto,

N _ -t _ N
*g‘ N =2 SxiSxg0nn + SuSepdu + ._E'“ SxShydnn =
=1
=2 Shi8n gnn -+ 8181 B = -
K1

Para i=j tenemos
i-1

1502 dye =84 —hEl J8xy |2 Bpa- (23)
Al escoger
-1
dy =sign(a;, — 2 1snl* ), (24)
At
hallemos

=1
Su= V l T '—‘2‘ Ini 2 daa |- (25)
Cuando i < j, obtenemos

i-1_
ayy— E sx ik jdnn
he=1

oy= (26)

sudu
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Suponiendo i = 1, 2, ..., encontramos sucesivamente

Sy = Vlaul, dy=signay, Sp= 1’4 lage—dyy] |sal? -
El determinante de la matriz es, evidentemente, igual a

N
det A= il I’ dyshi.

El método de la raiz cuadrada requiere aproximadamente
N*/3 operaciones aritméticas, es decir, cuando N es grande,
el método es dos veces més ripido en comparacion con el
método de Gauss y ocupa dos veces menos células de la
memoria. Esta circunstancia se debe a que el método emplea
la informacién sobre la simetria de la matriz.

3. Relacién del método de Gauss con el desarrollo de la
matriz en factores. Sea dada una matriz regular A de dimen-
sion N X N. Representémosla en forma de un producto

A = BC, A = (ayy), B = (b)), C = {as)

(27)
donde B y C son las matrices triangulares de la forma
by O Al
by by 0 ... 0
B—|btn bp by o 1,
bNI. bN: bN! bNN—.
1eq ey Cyn |
01 e Can
C 0 0 1 Can 2
000 wes

es decir, by, = 0 para k > i, ¢;y = 0 para k<< i, ¢;; = 1.
De (27) se infiere que
N
Gry= Z bypeyye
K=t
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Transformemos esta suma de dos modos:

N i-1 N
D bincny= 2 bucng + buciy+ 2 bunens =
h=1 =1 h=i+1

-1
= hZi bexexy -+ bucis
3 'S 3
= b b b =
*gl buntay &, bnens +bigey; + vt ey

i-1
= bue b, "
.2_}| nry 1 Cugeyy
De agui encontramos

i1
5u"——¢u-"§l biacyy para i>], by=ay, cy=1,

-1
€y = ',:—![ﬂu"éibw‘-‘u] para i<<j.

Las matrices B y C quedan determinadas.
La resolucién de la ecuacién Au = BCu = f se reduce
a la resolucibn sucesiva de las ecuaciones

By = f, Cu = g.

La construccién de las matrices B y C, como también la
biisqueda de ¢ = B-f corresponden al procedimiento direc-
to, mientras que la resolucién de la ecuacién

Cu=p

corresponde al procedimiento inverso del método de Gauss,

§ 3. Métodos iterativos

1. Método de iteraciones para resolver el sistema de
ecuaciones algebraicas lineales. Una atencién especial se
prestard en este capitulo a los métodos iteratives, puesto
que dichos métodos son de amplio uso en la resolucién de
las ecuaciones en diferencias de la fisica matemética cuyos
operadores estén en correspondencia con las matrices de
cinta A de ordem superior.
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Pasemos a la descripcion general del método de iteraciones
para un sistema de ecuaciones algebraicas lineales

Au = f, (1)

Con el fin de resolverlo se elige cierta aproximacién inicial
¥p € H y se hallan sucesivamente soluciones aproximadas
(iteraciones) de la ecuaciébn (1). El valor de una iteracién
Yn+y Se expresa en términos de las iteraciones precedentes
conocidas yy, yy_y, . . .. Si, al caleular yy,,, se utiliza sélo
una iteracion precedente y,, entonces el método iterativo
se denomina de un paso (de dos capas); si, en cambio, Yy,
se expresa en términos de dos iteraciones, yy e ¥y_,, el méto-
do se llama de dos pasos (o de ires capas). En esta obra se
analizardn, principalmente, los métodos de un paso. Con-
vengamos en considerar que 4: H — H es un operador lineal
en un espacio de dimension finita H con un producto escalar
('l ')'

Un papel importante lo desempefia la inscripcién de los
métodos iterativos en la forma unificada (canénica). Cual-
quier método iterativo de dos capas puede ser escrito en la
siguiente forma canénica:

B—"i‘%:h-}—.&iyk:f, k=0, 1, ..., para todos y, € H, (2)

+1

donde A: H — H es el operador de la ecuacién de partida
(1), B: H — H, operador lineal que cuenta con su inversa
8-, k es el nimero de la iteracién; t,, Ty, . . ., Ty4, S00
todos los parametros de iteracién, Ty 4+, > 0. El operador B
puede depender, en el caso general, |:l¢a|ll nimero k; para sim-
plificar la exposicién, suponemos siempre que B no depende

de k.
" 8i B = E es un operador unidad, entonces el método

L _“‘;*h +Ap=f, k=0, 1, ..., para todos losy,€H,
+1
(3)

se denominard ezplicito: yy 4, se halla por una féormula expli-
cita

Yusr = Yo — Thay (Ayn — f)-
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Generalmente, cuando B 5= E, el método (2) se llama
iterativo implicito: para determinar y, ,, hace falta resolver
Ja ecuacién

Byh-l—l — Byl_"k-ﬂ (Ayy — N =Fy, k=0,1,... (4)

Es natural exigir que el volumen de los cdlculos para resolver
el sistema By, ., = F) sea inferior al volumen de los cdlculos
para la resolucién directa del sistema Au = f.

La exactitud del método iterativo (2) se caracteriza por
la magnitud del error z, = y, — u, es decir, por la dife-
rencia entre la solucién y, de la ecuacién (2) y la solucién
exacta u del sistema inicial de ecuaciones algebraicas linea-
les. La sustitucién yy = zp + u en (2) lleva a una ecuacién
homogénea para el error:

BM+A2"-——0‘ k-_—or 1, ..., Zp=Yo— U (5]

Ther
Suele decirse que un método iterativo converge en Hp, si

lim|| z ||p =0, donde ||z||pV (Dz, z), D=D*>0,
h-m
D: H—~H.

En el caso general se prefija cierto error (relativo) e > 0
con el que se debe hallar la solucién aproximada y,, los
célculos se dan por terminados cuando queda cumplida la
condicion

lyn —ullo<ellyo— ulp- (6)

Sin = n (e) es el minimo de los niimeros, para los cuales se
verifica (6), entonces el nimero total de operaciones aritmé-
ticas que han de realizarse para hallar la solucién aproxima-
da de la ecuacion (1) es igual a @, (e) = n (e) g,, donde
g, es el nimero de operaciones que se realizan para hallar
una iteracién, es decir, para resolver la ecuacion (4). El
problema consiste en minimizar @, (e) eligiendo de modo
adecuado B y los parametros {t,}. Comencemos por analizar
los métodos iterativos mas simples.

2. Método de la iteraciéon simple. Para la resolucion del
sistema de ecuaciones (1) puede emplearse el método de la
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iteracidn simple
N
!&‘l,=v‘;“—1{12!0:;!!&“—1‘“). ot 8 s Ny (T

donde © = 0 es el pardmetro de iteracidn. Escribamos (7) en
la forma operacional:

-!’“’—:!-'-‘-+Ay;=f. k=0, 1, ..., para cualquier y,€H.
8)

Al comparar con (3) vemos que el método de la iteracién
simple se da mediante un esquema explicito de dos capas
con el parfmetro constante T, == 1.
Existen también otras variantes del método de la itera-
cién simple, por ejemplo, una que sigue:
14+N

W= ( 2 e —10).

Al sustituir agui

i+N N
’_)_3‘ a0 = Q’ a1 40 — a i = (Apa) ' — (Dy),

donde D=(ay;0,,) es una matriz diagonal, obtenemos
N
i
W, =y{‘u_‘_ﬂ ( b “ui'ﬁ“_ﬂ") :
i

‘0 bien, en la forma cané6nica
DBzl 4 gy =f, k=0,1, ..., =1

Aunque este esquema es formalmente implicito (B = D =
s E), no obstante D = (g;,8,;) es una matriz diagonal, por
lo cual yu4, se determina segin las férmulas explicitas.
3. Método de Seidel. Es de amplio uso (en particular,
cuando es insuficiente la informacion sobre la matriz A) el
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método iterativo de Seidel en una de las siguientes formas:
i N

E’ ﬂnyi”li+j_§|l’a”y§ﬂ=ﬂ“, au#0, i=1,2 ..., N,

(9

21 1) i 7 h, i=1, 2 N. (10

a =i A=A, 2,000 N
P2 YY) +:—u+1 ayui), =1 (10)
Los componentes del vector yy,, se hallan sucesivamente

de ambas férmulas. Asi, por ejemplo, de (9) determinamos
sucesivamente yi'li. ViL4, - - - yﬂ-’i'

W= (;m a"ykﬂ)
jumg

N i-1

W= (1= 3 a—3 e, ),
J=i41 o1
i=2, ..., N.

Haciendo uso de (10) encontramos sucesivamente para
i=N, N—-1,...,1

N-1
B0 = (1= 3 avif?)
(]
i=1 N
W= (f"*—Z‘. ayyd)— 2 a,,yﬂ,).
=1 Jumigt

f=N—=1, ...; %

Escribamos este método en la forma matricial (operacio-
nal). Con este fin representemos la matriz A como una suma
A=A 4D 4 A%,
donde D = (a;06;;) es una matriz diagonal de dimensioén
N % N, A~ = (ap;) es la matriz triangular (subdiagonal)
inferior con la diagonal principal llenada de ceros, a; = 0
para j > 1, aj = a;y para j<i, A* = (af)) es la matriz
triangular (sobrediagonal) superior con la diagonal principal
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llenada de ceros, aj; = 0 para j < i, af; = a;; para j > i.
De la definicién de A=, D, A* se desprende que

-1
Dy =ay, Ay = E’ ay ),

N N
Ay = ‘ZH apy, (A*+ D)yt = Zi ag .
i= i=

Por esto, la ecuacién (10) puede anotarse en la forma
((4°+ D) )+ (A0 =1, i=1, 2, ..., N,
o bien, en la forma vectorial,
(A* + D) ypyy + A yp = f.
Realizadas unas transformaciones evidentes
(A* + D) yxsy + A7yx = (A* + D) (ynsy — ¥a) +
+ (A~ + (A* + D) yn = (A* + D) (ya+y — un) + Ay,
escribamos el método de Seidel (10) en la forma canénica:
D+ A (Yrsr — ) +Anm =1, k=0,1,2,...(11)

Comparando con (2) vemos que el método de Seidel (10) co-
rresponde a

B =D + A+, T=1,

es decir, el esquema (11) es implicito. Sin embargo, por
cuanto B = D 4 A* es una matriz triangular, entonces
la iteracién yy 4, se determina por las formulas explicitas.
Andlogamente se escribe la otra variante del método de
Seidel:

D+A) 1=y +An =1 k=01,..., (12)

cuando B = D + A- es una matriz triangular inferior.
A continuacién (en el p. 5) se mostrard que el método de
Seidel converge, si 4 es una matriz simétrica definida
positiva.

4. Método de relajacién superior. Con el objeto de ace-
lerar un proceso iterativo, se puede reducir el método de
Seidel al de relajacién superior, introduciendo el parimetro



§ 5. Métodos iterativos 119

de iteracién ® de modo tal que se verifique
(D+ 0a7) B—th 4 Ay, =,

k=0, 1, ..., para cualquier y,€ H. (13)
Al comparar con (2) vemos que

B=D+ wd-, T =

Transformemos la ecuacién (13) a la forma de célculo.
Teniendo presente que

(D+oA7) L= | gy, — (4" +4-D) yres+
(4= —F) w= (4 +5 D) mnort
+(a+(1—5) D) mn,
tenemos
(445 2) et (4 +(1 = &) D) =1,

De aqui encontramos

jomi

i-1 N
W =0+ [10 = S autdh,— 3 au?],
i=1
T2 Vs

Cuando ® = 1, obtenemos la formula del método de Seidel.

La velocidad de convergencia del método de relajacion
superior depende del pardmetro . En el p. 5 se mostrara que
para la convergencia del método se ha de exigir que 0 < 0 <
< 2.

5. Convergencia de los métodos iterativos estacionarios.
El método de Seidel y el de relajacién superior sirven de
ejemplo de los esquemas implicitos de la forma

B U= gy, =f, k=0, 1, ...,
para cualquier y, € H, (14)



120 Cap. IIl. Resolucién de ! algebratcas

con el operador no autoconjugado B que tiene su inverso B -'.
El método (14) lleva ol nombre de iterativo estacionario,
puesto que B y T no dependen del nimero de iteracién. Para
que exista el operador inverso B-', es suficiente exigir que
el operador B sea positivo. Sea B = D + oA -. Por tuanto
A = A* >0, entonces (A-y, y) = (A+y, ¥), (AH)* = A-,
Y, por consiguiente, (Ay, y) = (Dy, y) + 2 (A-y, ¥), es
decir,

(4y, Y) =5 (A—D)y, y)-

Sustituyendo esta expresién en la férmula (By, y) =
= (Dy, y) + @ (A-y, y), hallamos

(By, )= (1 — ) (Dy, v)+o(4y, 1) >0,

siempre que 0 << o < 2.
Para el error z, = y, — u obtepemos una ecuacién homo-

génea
BN 4 A5,=0, k=0,1,2 ..., to=pp—u. (15

TEOREMA 1. Sea A un operador autoconjugado y pesitivo
y suponemos cumplida la condicién

B> - A. (16)
En este caso el método de iteraciones (14) converge en H 4, es
decir,
lzx la = llyx — u lla -0 cuando k— oo.
pEmosTRAcIoN. Nos hard falta una identidad energética
2c((B — 5 4)u=mh, Bash ) i la i,
17

donde || z||% = (Az, z). Transformemos primero la ecuacién
(15) a la forma

(B—74) 2524 7 Attn=0 (9
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sustituyendo con este fin z, = ';'f’-nﬂ-l-!x}—-;- (n.::nl I

Al multiplicar (18) escalarmente por 2t (—'*":" ):
= 2 (2x+y — z)) y teniendo presente que (Azp4,, Zx) =
= (Zx+1, Azx), puesto que 4 = A* y (A (zx + Zp+1),
Inpy — 2n) = (AZpsy Iain) — (A2p, 2) + (A2y, 2xyy) —
— (Azy 4y, ) = (AZp4y, 2a4y) — (A2, 2,), oblenemos t”)-

Supongamos cumplida la condicién B = tA4/2. Entonces,
el primer sumando en el miembro izquierdo de la identidad
(17) es no negativo y || 2y 4, II% << || zx |I%. De aqui se deduce
que 0 2y la<liznlla<<. .. <% lla, o3 decir,
la sucesion {|| zy ||} no es creciente y estd acotada inferior-
mente por cero. Por ello, en virtud del teorema de Weier-
strass, (|| zx |[|4} converge para k — oco. Demostremos que
‘li::: 125 lla =

El operador P =B— %A es positivo, y Py=B,—
— 5 A= (P4 P%, definido positivo, es decir, existe
tal niimero § = 0 (véase el cap. I, § 4), que

(Py, y) = (Poy, ¥) =6 |l y |I* para cualquier y € H.
Por eso, de la identidad (17) obtenemos una desigualdad

PR PN P PN )

Dado que {|| zx]|,} e convergente, de aqui se infiere que
existe

lim || 2y — 25 |l = 0. (19)
LB ]
Luego, de la ecuacion (15) encontramos
Azk= —%B(ZQJ.I—Su). Iy = —%Anig {z,,,.,—-:.).

(A2, 23) = =5 (A™B (zaei—24), B (2ass— ),

oy < DA N BIEN 2ney—aa 2 (**)
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De aqui precisamente concluimos que Iim 25 Na=0.

onsgrvacion, De las designaldades {') y (**) proviene
que el método de iteraciones (14) converge en las condiciones
(16) con la velocidad de una progresion geométrica

lones 1A < 0% Il 20 I3, donde p* =1 — —pipe < 1.
Apliquemos el teorema 1 para demostrar Ll convergencia

de los métodos iterativos estudiados en los pp. 2—4.
METODO DE LA 1m4cmn siMpPLE, B = E. Al tomar en con-

sideracion que £ ;s“ Tl tenemos
T 1 T
B_TA‘*B—TAP(“—AH-—T) A>0

para T‘:—-’T——-%>0. El método de la iteracién simple

converge para todos los valores de t, que satisfacen la desi-
gualdad T << 2/|| A ||.
METODO DE SEIDEL, B =D + A-, 1 = 1. En este caso

B—g A=Di A — o (A + A+ D)= 45 (4 — A"),
(8= 4) v v) =5 v D+ (A= Ay, 1)=
=5 (Dy, 9)>0,

siempre que D > 0.

oBSERVACION, La desigualdad D = 0 proviene de la con-
dicién A > 0. En efecto, supongamos que 4 >0 y & =
= (£, 0, - ... O); entonces (AE, £) — (D& &) = ay (% >
> 0, es decir, a,; > 0. De un modo andlogo nos convence-
mos de que a;; > 0, y, por consiguiente, D > 0. Asi pues,
el método de Seidal es siempre convergente, si A es un
operador autoconjugado positivo.

Para estimar la velocidad de convergencia se deben esti-
pular las suposiciones méds fuertes. Citemos el siguiente

TEOREMA 2. El método de Seidel converge con la velocidad
de una progresién geométrica de raién q <1, si A = (a;;) =
=A4*>0, y

1+N

Ei layl<glayl, i=1,2 ..., N, g<i. (20)
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En efecto, para el error z, =y, — & tenemos
(i ()
auzkll = — E austl,l*l -r 2 @y g2k
j<i - isi
i i ()
laul 154%41< 2 lau| Ik 1+ 2, lau 127]-

Supongamos que el méx |z§'};| se alcanza para cierto i =iy
de modo que

lzneelle= 128000 1@i il -1l 2ha Hc@)@i @451 -1l Znas lle +
+ 2 lagil lzxlles
i>ig
Nznsslle<| D 1@iail A laigtel — 2 1ai0s) V11 28 llc-
i>ig J<iy
En virtud de la condicién (20) tenemos

D 181051 < 7 1116 — 2 181031 < 7 (185011 — 2 1@ias])s
i=to i<ip i<ip

y, por consiguiente,
I znes le<qll 2 lle<<q**" I Zollcy

lo que se trataba de demostrar.

La condicién (20) significa que A = (a;)) es una matriz
con preponderancia diagonal.

METODO DE RELAJACION SUPERIOR, B = D + wA~, 1 = .
Hallemos la diferencia

B— & A=D oA — 5 (A" + A* D)=
w O .
._.(1_ T) D45 (4 —4%
y calculemos
((B—54)v v)=(1 —F) Dy 9)>0 para 0<0<2.
De este modo el método de relajacién superior converge para
cualesquiera valores de w € (0, 2), si A - A* = 0.
6. Velocidad de convergencia del método implicito de

iteracién simple. El propio hecho de convergencia de las
iteraciones no es bastante para poder juzgar sobre la aplica-
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bilidad en la prictica de tal o cual método iterativo. Se
necesita la informacién sobre la velocidad de la convergencia
del método, es decir, de hecho, sobre el nimero de iteracio-
nes n = n, (e) que sean suficientes para la resolucién del
problema con una exactitud prefijada e = 0. El nfimero de
iteraciones n, (e) depende del pardmetro t, el que debe pre-
cisamente escogerse a partir de la condicién del niimero
minimo de iteraciones n = n (e), con el cual se cumple la
condicién ||y, —ullp<<elly, — u|lp, donde D es un
operador, D = D* >0

Analizaremos aqui un esquema estacionario implicito
(esquema implicito de la iteracién simple)

B a4 Ay=f, k=0, 1,
para cualesquiera y,€ H, (21)

donde A y B son los operadores autoconjugados positivos.
Los métodos de Seidel y de relajacién superior no perte-

necen a esta familia de esquemas, puesto que para ellos el

operador B no es autoconjugado. Para la correccién

wy, = B-'ry, o= Ay, — |
se verifica (al igual que para el error zy = yy, — u) una
ecuacién homogénea
B 4 Awy=0, k=0, 1, ..., wy=B"(dy,—/)
(22)
donde ry, = Ay, — f es un defecto, wy, = B-'r, es la co-
rreccién. Efectivamente, de (21) encontramos
Unts = Yn — B (Ayx — ) = yn — Wy,
Aypry — | = Ayx — [ — ©Awp, Txgy = Th — TAwy.
Por cuanto ry, = B (B-'ry) = Bw,, de aqui proviene (22).
Supondremos cumplidas las desigualdades operacionales
nB<A<WHE, 1>0 yw=zw>0 (23
o bien

11 (Bz, 2) < (Az, ) < ¥, (Bz, z) para cualesquiera z € H,
(24)

donde las constantes y,, y, son conocidas,
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TEOREMA 3. Supongamos cumplidas las condiciones (23),
(24). En este casa el nimero minimo de iteraciones segin el
método (21) se alcanza para

Bl 2
TR (25)
Ademds, se verifica la desigualdad
| Ayn—1 2 <p?ll AYg—1 Iz, n=1, 2, ..., (26)
po=U{1—8/1+8), E=nlva (27)

pemosTRACIoN. Con el fin de resolver el problema (22)
hagamos uso de la siguiente estimacién (la demostracién de
la estimacién se aduce en el cap. V)

lwa lls <p*llwy llz para <, (28)

donde p = 1 — 7y,. El valor minimo de p (para el cual el
nimero de iteraciones es minimo) se alcanza si T = T,
p=po=1— T = (1 — /(1 +E). Nos gueda tomar
en consideracién que ||w, |lg = || B-ra lls = |l Fn ll5-1. El
teorema estd demostrado.
Exigiendo que sea p <C &, o bien (1/p,)" = 1/e, obten-
dremos la estimacién para el namero de iteraciones:
n > In (1/2)/In (1/p,)- (29)
opservAcioN. Una funcién @ (§) = 1n (1 + E)/(1 — §) —
— 2E es positiva para cualesquiera 0 << § < 1, puesto que
¥ (5 = 281~ B > 0, @ (0) = 0: por esto, i/In (1/pe) <
< 1/(2%) y la condicién (29) queda cumplida, siempre que
n == n, (e) = (1/(2t)) In 1/e, E=1'7s (30)
(ro [ls) no es, en el caso general, entero). La condicién (30)
resulta mds comoda para las estimaciones. La estimacién
pr < e es, evidentemente, veridica, 8i ny (e) <n <
< ny (e) + 1. Por esta razén, a titulo de n es suficiente
tomar la parte entera del ndmero n, (g) + 1.
7. Problema modelo, La comparacién de los diferentes

métodos iterativos se realizara a base del siguiente problema
modelo

—y—2v . o
e h‘!‘!"l L= "-fl'! i=1, 2. seay N—l,

Vo=py Un=pa h=—, (31)
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el cual es un esquema de diferencias para el problema de
contorno
du
Tdrb

Escribamos el sistema de ecuaciones primeramente en la
forma matricial:
Av = |, (32)

donde v = (v, v®, . . ., efN-1) es un vector de dimension
N — 1, y A esuna matriz tridiagonal de dimensién (N — 1) x
X (N —1):

=—f@) 0<z<i, u(0)=p, u{)=p,

—2 g Qs 0
1 —2 1 ... 0
Az__;r ............... i
0 sen 1 =2 1
0 L) 1 —2

El segundo miembro de la ecuacién (32) cuenta con los com-
ponentes f; =7, para i =2, 3, ..., N—2,  =F, +
+ walh?, fyoy =Ty + Bo/h®. A la matriz A le corresponde

el operador A que actda en el espacia &/ = Q de funciones
reticulares definidas en los nodos interiores de la red w, =

={zi =i, 0<i<<N} Sea Av=r, v una funcién

reticular que esti definida sobre la red w, = {z; = ik,
0< i< N}y que se reduce a cero en la frontera cuando
i=0, N. En este caso podemos escribir

Av = —Ap, vER =H, v € Q.

Introduzcamos en H = Q (como lo hacemos habitualmente)

un producto escalar i

(v, v)= Z-} vvih
=1

y hagamos uso de las férmulas (17), (56) del § 4, cap. I,
en virtud de las cuales
(Av, w) = (v, Aw), es decir, A = A*,

(Av, )28V |2, B=—psen* L ASE.
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Ahora tenemos
h
| All=A=—-cos? 5.
Estimemos el nimero de iteraciones para el esquema expli-
cito de una iteracién simple en el caso del problema modelo.
Se tiene B = E, 6E << A << AE, es decir,

- — - g N o BN
'\’|—6, ?2'_A| 5'—' Vs __f_g& 2 ~ 4
Para el nimero de iteraciones tenemos

n (&) >0 (0) =L & i In -

Prefijemos &= -;— 10-4 = 10, entonces n,(e) =~ Tzr = 2N2,
En particular, el nimero de iteraciones:

n, (e) =~ 200 para N = 10

n, (e) =~ 20 000 para N = 100.

El método de iteracién simple depende fuertemente del
nimero de ecuaciones N (n, (e) =~ N*%). Abajo se exponen los
métodos (véanse los §§ 4, 5), para los cuales la dependencia
citada (r en funcién de N) serA mas débil (n, (&) = N y
n, (&) = V' N).

El problema (31) es un problema tipo, puesto que una
ecuacién en diferencias aniloga simula la ecuacién de Laplace
en diferencias para los casos bidimensional y tridimensional,
y el niimero de iteraciones no depende pricticamente del
ntimero de mediciones (depende sblo de k).

8. Esquema de tres capas. Si y,; se calcula mediante
dos iteraciones precedentes y, e y,_,, entonces el método
iterativo se denomina de dos pasos (o de tres capas). Demos
un ejemplo del esquema iterativo de tres capas. El esquema
explicito de tres capas con pardmetros constantes se anota,
corrientemente, en la forma

Unpr = (1 + @) (E — td) yp — ayp,y, + (1 + a) 1f,
k=1,2 ... (33)
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La primera iteracién se calcula segin el método explicito
de iteracién simple:

yy=(E — 1,A) yo + Tof para cualesquiera y, € H, (34)
donde

1°=—Y—.?-'2__?.—. =P:: P!=%: §=%v (35}

P1: Y2 = 0 son las fronteras del espectro del operador A =

= A*: ?EQAQ?E.
Se pu;de mostrar q'ue para el método (33), (34) el nlimero
de iteraciones se halla de la condicién

an =07 (1 + 15k n) <e.

De aqui se ve que

€ i
"o(a)ﬁ*z—,}z“-l“—;, 1<g<2. (36)
Para el problema modelo V' E= nk/2 y

n.(a)=ﬂ— ln%ﬂc. o’:z ln%%c.-S.ZN para g= ™10,

El niimero de iteraciones:
n, (e) ~ 32 <+ 60 para N = 10,
n, (e) =~ 320 + 620 para N = 100,
es decir, considerablemente menos que para la iteracién

simple.
El esquema implicito de tres capas tiene por expresién

Byrss=(1+a) (B—od) o — Byy + (1 + ) %l
ki, 2, oui4
By, = By, — t,AY, + 7of para cualesquiera y, € H.
Si B = B* > 0 y se cumplen las desigualdades (23), (24)
mientras que e, T, se calculan segin las formulas (35), enton-

ces la estimacién (36) para el nimero de iteraciones queda
justa en este caso también.
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§ 4. Esquema iterativo de dos capas con
parametros de Chébishev
1. Planteamiento del problema. Sea dada una ecuacién
Au = §, A: H—~H. (1)
Veamos un esquema iterativo con parimetros variables
{tl]:
BAA—Ih Ay =f, k=0,1,2 ...,
para cualquier y, € H. (2)
La ecuacién homogénea
BRU=Eh 4 A5 =0, k=0,1,2 ..., n=kp—u (3
es satisfecha no sélo por el error z, = y, — u, sino también
por la correccién wy = B-' (Ayy — f) (k =0, 1, ...) con
la condicién inicial w, = B-! (4y, — f). La condicién para
que terminen las iteraciones tieme por expresion
1za lo<< el 2 llp, o bien |lwy |lp<e|lw, o (4)

De (3) se ve que

Zhtr = ShrZn Spsy = E — 1p B4, (5)
donde Sy ., es el operador de paso de la capa k a la capa
k + 1. Eliminando 2, zy_,, ..., %, encontramos para
k=n—1:

Iy = Tnzlh T = SnSIl-I. LR S!Sln

donde T', es el operador de resolucién del esquema (3). De
aqui proviene que

12n llo < ga Il 26 Il 2 = |l T llo: (6)

La condicién para que terminen las iteraciones queda cum-
plida, si

g = I Ta llo < e (7)

Para estimar el nimero de iteraciones n = n (e) se debe
obtener la desigualdad (7).
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Estudiemos el esquema explicito (2)

D= Wh 4 App=1 k=0,1, 2 ..., ®)
h+1

con la particularidad de que consideramos prefijado cual-
quier y, € H, y elijamos los pardmetros T,, Ty, ..., Tn

partiendo de la condicién de min n (g). Se supone, ademés,
que
A= A*>0, nE < A < 1,E, 7> 0.

Para el residuo ry, = Ay, — f se verifica una ecuacién
homogénea

TanTTh 4 Ary =0, k=0,1,2, ..., re=Ay,—f

Ther
o bien
Thtr = Sh4aThy Syt = E — tapyd.
De aqui hallemos
Fn = Talo, T.=855¢+:..: %

El operador de resolucién T, es un polinomio de grado n
respecto de A:

Tp = Py (4) = (E — 1A) (E — 144) ... (E — 7ad)

con los coeficientes que sélo dependen de T;, Ty, - - -y Tn:

Para determinar t,, T4, . . ., T, Obtenemos la estimacién
Hra 1 << Il Pn (A) N1 11 7o I
Es menester hallar tales 1,, 7, . . ., T, para los cuales

|| P, (A) || es minima y, después, estimar dicha norma a
‘través de las constantes y, y y;. Demos aqui sin demostra-
cién la solucién de este problema.

Designemos con m,.n{—m 2‘;1 x, i=1, 2, ....n}

el conjunto de ceros del polinomio de Chébishev Ty (z) =
= cos (n arccos z) en el segmento —1 <<z <C 1, y con {px},
una sucesién cualquiera de estos ceros, py == I ,. El nime-
ro minimo de iteraciones se alcanza para los valores de los
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pardmetros
=—T0 =
L Sy vl k=1, 2 ...,n
s 2 — 1—% N
T Po= T t= s ®)

En este caso es vélida la estimaci6én

"
4= < anlldve—1ll, a0 =730
1—VE
= 5 10
Py 1+ VE (10)
E) esquema (8) con pardmetros iterativos (9) lleva el nombre
de esquema iterativo de Chébishev.
El requisito g, < e, 6 2pp << e (1 4 p?") queda cum-
plido, si pP <C e/2, o bien

n(e) > ln%/ln%. (1)

Al observar (compérese con el § 3, p. 6) que In ﬁ —

=ln%"-’% > 2VE, sustituyamos (11) por el requisito

més fuerte:

n(s}>n‘,{s)——~i:/.51n 2, (12)

que sea més comodo para la comprobacién. De (12) se deduce,
evidentemente, (10), y ¢, < e.

Comparemos, segiin ol namero de iteraciones, el esquema
(8) con la totalidad indicada de pardmetros y el método de
iteracién simple, recurriendo con este fin al ejemplo del
problema modelo citado en el § 3. En este caso E =~ n?hr%4,
V' E = nhi2.

Para el método de iteracion simple

n{» (e) =~ 2/h* para e=10"4.
Para el esquema de Chébishev
n{®)(e)=3,4/h para =107,



132 Cap. I1l. Resolucidn de ecuaciones algebraicas

De aqui se ve que
n® =34, n@ ~200 para N =10 (h=1/10).
n@ x 340, ntl) ~ 20000 para N = 100 (h = 1/100).
2. Argumentacién de la eleccién. optimal de los parime-

tros. Demostremos la estimacién (10) en el caso de para-

metros iterativos (9). Nos hace falta hallarel min || P, (A)||.
Ity)
El polinomio '

Po ()= [] (E—ad) =
k=1

=cpte A+ ...t dh + .. e d®,
=1, P, (0)=1
es un operador autoconjugado. Sean E,, A, (s = 1,2, ..., ¥)
funciones propias y valores propios, respectivamente, del
operador A:

AE.=A':E|- (En Em)":sum s, m=1,2, ..., N.

El operador A* tiene las mismas funciones propias y los
mismos valores propios A}:

ARE, = Mg, (13)
Multiplicando (13) por ¢, y sumando segin k = 0,1, .. .. n
(eq = 1), obtendremos

n

Pr(A)f = B ed'y= 2 bty =Pn(h) &

Al cotejar esto con P, (4) E, = A, (P, (4)) E,, vemos que
AP, (AN =P, (A (4)).

Los valores propios del polinomio operacional P, (4) se
definen como polinomios P, (A) de los valores propios corres-
pondientes del operador A, mientras que las funciones pro-
pias son las mismas que tiene el operador A. Siendo el opera-
dor P, (A) autoconjugado, su norma es igual a un valor
propio cuyo mddulo es méximo

[P (A)ll = méx P, (A,).
1<i<N
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Los valores propios A, del operador A se disponen en el
segmento [y;, val: v, < A, < y,. Es evidente gue
mix |P, (A mix |P, (2)],
l“ﬂlu(.ne“‘““J n (2)]
donde el argumento continuo z toma todos los valores en
el segmento fp. val, ¥, por consiguiente, el problema del
minimo de | B, (4) || se reduce al de mini-max del poli-
nomio P, (z), es decir, al problema de determinar
min max | P, (z) |
i) y==ni<v
Apliquemos el segmento [y,, y,] sobre el segmento [—1, 1],
suponiendo

r=a =1 t+nt+nl —1 < <,

paray, < 7 <vp  (14)

Entonces, P, () = P, (). La condicién de normalizacién
P, (0) = 1 toma la forma

Pt =1,  to=—1/p, (15)

Asi pues, se requiere hallar un polinomio cuya desviacién
de cero en el segmento —1 < t < 1 sea minima, de modo

que el mix | P, (t) | sea minimo para la condicién comple-
mentaria de la normalizacién (15). El polinomio buscado es

P, ()= 7":—(“?;, (16)

donde T, (t) es el polinomio de Chébishev,

T, (t) = cos (n arccos t) para |t|<1, (7
To ()= [+ V E=D"+((—V E=1"
para |t] >1. (18)
El polinomio de Chébishev tiene ceros
oo rla, | i=1,2, oW (19)
El polinomio P, (z) = (1 — 1, @) (1 — 77) ... (1 — 7,2)

tiene ceros z; = 1/7;.
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Exigiendo que las raices de estos polinomios coincidan
y teniendo presente la relacién (14) entre z y ¢, obtenemos
2 = [{yy + vs) + (ys — 1) ti] 7, de donde se infiere

=2ttt =, i=12...,.n (20

Esta férmula queda en vigor, cualquiera que sea el método
de poner en orden los ceros del polinomio de Chébishev; por
ejemplo, en lugar de (19) podemos hacert;, = —cos"-’%!u.
Al tener esto en cuenta llegamos a la férmula (9). Se ha de
notar que si n = 1, obtenemos t; = 1, que es un pardmetro
optimal del método de iteracién simple.

Asi pues, los parémetros t,, 1,, . . ., T, se han determi-
nado segin (9). Hallemos ahora

Go= mix |2, (z)= méx ([P, ()=
ISV -igt=y
- Ta(t) |_ 1
= _mix |t | = T Gar
puesto que méx | T, () | = 1. Tenemos | ¢, | > 1; por

-~ {s il
ello, para | T, (t) | se usaré la formula (18) con ¢ — ¢,.
Transformemos las expresiones que figuran en esta férmula:

e iV‘l_*:ﬁi]/"p!{—’ =;1.—li +VI=p}=

(123 £ arr—-
=1 VDVA—B) =1 £VEIAFVE,
de modo que |tel +V B—1 =, [t —VB—1=p, ¥

"’

La estimaci6n (10) queda demostrada.

3. Estabilidad computacional y ordenacién de los paré-
metros. El método iterativo (8) con parfimetros de Ché-
bishev {1} se denomina a veces método de Richardson. Se
conoce desde hace tiempo, no obstante casi no se empleaba
en la prictica hasta el daltimo tiempo por su inestabilidad
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computacional. Expliquemos esta nocién con un ejemplo.
Tomemos un sistema de ecuaciones
u(i—1) —2u(@+u(i+1)=0 i=12,....N—1,
u(0) =1, u(N) =0. (21)
Su solucién es u (i) = 1 — z;, z; = ik, h = 1/N. Buscare-
mos la solucién de este problema usando el método iterativo
de Chébishev para N = 20. El valor de n, St.) podemos cal-
cular. Puede resultar no entero. Eligimos el niimero entero
préximo n == n,. Para N y e dados tenemos n (&) = 64.
Al conocer

4 A 4 A
V1= sen? 5, 2=y Cos? 5,
1 nh 0
=, f=tgt -~ “‘ ~0,006,

se puede calcular T, segin la féormula (20). A titulo de la
aproximacién inicial se toma una funcién

L[4 4=0.
w =0, i>0,

Resulta que para el método (8), (9) no es igual en que
orden se toman los ceros p, del polinomio de Chébishev.
He aqui dos modos de numerar los ceros:

aym=cos Z=Lx k=12 ...,n

n n

ty=cos -, th= —cos 5,
2k—1

@) pa = —c08 —5— .

Los resultados de los célculos se aducen en la tabla 1.
Para los menores valores de &NV y n puede resultar que el
aumento de los valores intermedios de y, no lleva al parem,
sin embargo tiene lugar la acumulacién de los errores de
redondeo, y tras n iteraciones no se cumplen las condiciones
en que terminan las iteraciones (|| Ay, —f |l <<el|lAy, —f ).
Estas dos peculiaridades del proceso computacional, a
saber, el aumento de los valores intermedios que conduce al
parem y la acumulacién de los errores de redondeo, se carac-
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TABLA 1
Surtido @ Surtido @y
% ay —n;:xl Up (E)=vp_y (=) 1 x ﬂl—!l;:l Vie (xg)=vp_, (=)
53 0,42 1 39,8
55 27 2 2,6-100
57 1,9-104 4 8,2.10%
59 3,7107 7 3,3-10m
1] 2,6-10° 9 1,210
61 2,5.10m 11 1,9-1018
62 3,3-1012 12 Parem
63 5-10s
64 Parem

terizan por un término: inestabilidad computacional. La
causa de inestabilidad computacional del método de Ché-
bishev radica en que las normas || Sy, || del operador de
paso Sy,;, = E — 144,A son para ciertas iteraciones supe-
riores a uno, mientras que el proceso computacional es real,
es decir, se tienen acotaciones por debajo y por arriba para
los nlimeros admisibles (se tienen cero de méquina e infi-
nidad de miquina) y en cada etapa de los cilculos surgen
los errores de redondeo.

Calculemos la norma para §; = £ — 1,4. Por cuanto
Sy = Sy, entonces || Sy4y Il = Isup | (Sk+1%, x) |. De la

Ix||=1

condicion v, < A < y,F pro::iana (th+s — 1) E <
< A — E < (th4,7: — 1) E. Sustituyendo aqui la
expresion para Ty4, ¥ teniendo presente que 1 — 1,9, =
= To¥s — 1 = po, obtenemos

— Po(i—p) n Pf“iﬁh)
Lo, b % sind =B < Hmms ek

De aqui encontramos

"slﬂ“ =||tpA—E||= { 14 potn
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de suerte que ||Syl| <1 para todos los p\, >0, y ||Syull > 1
para p, << — (1 —pg)/(2p,). Por cuanto
2n—1
—c.os-—z’:— = By < —cos %n -——cos%,
k=1, 2, ..., n,

entonces, para la mayor cantidad de nimeros k tenemos
|| §x || > 1, y si se emplean muchos parimetros 1, seguidos,
para los cuales || Sy || > 1, tienen lugar la acumulacién
del error de redondeo y el crecimiento de las aproximaciones
iterativas, lo que conduce a la inestabilidad computacional.

Con el fin de debilitar el efecto mencionado, es natural
tratar de alternar los parametros t,, para los cuales || S, || >
= 1 con aquellos, para los cuales || Sy || << 1. En este pro-
cedimiento se realiza precisamente la construccién de una
sucesién de parametros {t,}, para la cual la convergencia
de las iteraciones tiene un cardcter monétono y la inestabili-
dad computacional estéd ausente. Existe una regla para tal

2i—1

ordenacién de los ceros {; = — cos 5 COSTt del polinomio

de Chébishev y, consecuentemente, también de los pardme-
tros {1, } (para n cualquiera), para la que tiene lugar la esta-
bilidad computacional.

Demos a conocer dicha regla para el caso en que n es una
potencia del niimero 2, n = 2P, p = 0 es un nimero ente-
ro !). Designemos el conjunto de ceros f;, ordenado segin
esta regla, mediante

Ma={ —cospy, Bi=5 & i=1, 2, ..., n}, n="2",

donde 8™ es uno de los niimeros impares1,3,5,. . ..2n — 1.
El problema se reduce, pues, a la ordenacién del conjunto de
n nimeros impares: 8, = {8;", 8™, . .., 85" }. Partiendo
del conjunto 8, = {1}, construyamos un conjunto 8¢y, = 83,
segun las formulas

863, = o™,

o™ =4m—02™,, i=1,2, ..., m =il By s Y

1) La regla de ordenacién de (ty)} para n cualquiera se da, por
ejemplo, en [6, 9].
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si se conocen 0}™'. La sucesién correspondiente de pardmetros
{72} se denominara surtido estable. Sea, por ejemplo, n =
= 16 = 2*. Encontramos sucesivamente 0, ={1}, 08, =
={1,3),8,={1,7, 3,5}, 8,={1, 15, 7, 9, 3, 13, 5, 11},
0, ={1,31,15,17, 7, 25, 9, 23, 3, 29, 13, 19, 5, 27, 11, 21}.
All pasar de 6, a 0,,, es suficiente poner tras cada 857>y un
niimero igual a 4m — 64, (la numeracién corresponde
a B). La sucesién «estables 83 no depende del problema.
La convergencia de las iteraciones para este surtido de paré-
metros {t}} lleva un cardcter no monétono, pero las oscila-
ciones aqui no son de gran amplitud y se amortiguan al
fin y al cabo.

He aqui los resultados de célculos para el problema (21)
segin el esquema (8), (9) con el surtido estable de paré-
metros {t}}):

kK 1 4 8 18 24 32 48 50 62
Ak 39,6 4,7 1,4 0,2 0,4 0,04 1,510 6,7-10% 8,7-10~%

4. Esquemas implicitos. El método de Seidel y el de
relajacién superior convergen méds rdpidamente que el méto-
do explicito de iteracion simple, razén por la cual se justifica
el paso a los esquemas implicitos. {Cémo se debe elegir el
operador B? Es fundamental el requisito general del mini-
mo de operaciones () (&) necesarias para hallar solucién con
una exactitud e > 0; dicho requisito se reduce a dos exi-
gencias: 1) del niimero minimo de iteraciones, el cual depende
tanto de B como de la eleccién de {t,}; 2) del nimero minimo
de operaciones para la resolucién de la ecuacién

Bydﬂ—r = Fy

(cardcter econémico del operador B). De ejemplo puede servir
un operador triangular correspondiente a la matriz triangular.

Mostremos ahora que los resultados obtenidos més arriba
para un esquema explicito pueden extenderse a un esquema
implicito. Veamos un esquema implicito

HL;';—‘—’L+A;;,.=;. k=0, 1, ..., para todo y, € H, (22)

donde A = A* >0, B=B*>0, y
w8 < A < v.8, v =>0. (23)
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Eligiendo los pardmetros de iteracién {t{)} segiin las férmu-
las (9) y ordenéndolos en concordancia con el punto prece-
dente, obtendremos para la solucién del problema (22) una

estimacion
Ay —flles < nllAVs— Ml Gn=T70F »

4 8 sl
Py 1 +.|/-E L] E Vs ] (24)
donde y; ¥ ¥, son los nimeros que figuran en (23). Para el
niimero de iteraciones n = n (&) son vilidas las estimaciones
(11) y (12). Para convencernos de esto, basta reducir el pro-
blema (22) a un problema equivalente para el esquema expli-
cito
.‘-*%Jrc:zﬁo. k=0, 1, ..., zo=B"3w, (25)
donde z, = BY2w,, C = B-/"AB-'* es un operador posi-
tivo autoconjugado con las fronteras del espectro y, ¥y vs'

NmE < C < 1.k (26)

En efecto, por cuanto B = B* > 0, existe, pues, B'/* =
—= (B'%)* = 0. Aplicando el operador B-'/* a la ecuaci6n
(22), obtenemos (25) para z, = B'/*w,. El modo inverso
de razonamientos es evidente. Queda por demostrar la equi-
valencia de las desigualdades (23) y (26). Estudiemos una
funcional

J=((A—vyB)y. v = (4y, y) — 7y By, ¥) =
= (AB-V/* (B'*y), B-\/* (B''y)) — y (B'*y, B'™y) =
= (Cz, 2) — ¥ (z, 2) = ((C — vE) z, 2),

donde z = BY%y. Como y (y, por tanto, también z) es un
vector arbitrario de H, entonces de la igualdad

= (4 —vB)y, y) = ((C — vE) =, 2) (27)

se deduce que los operadores A — yB y C — yE son de signos
iguales. Si, por ejemplo, A — y, B> 0, entonces para
v = y, la igualdad (27) nos da € — y,E = 0, etc.
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Para el esquema explicito tenemos una estimacién
Il zn 1| < g Il Zo |I. Al sustituir aqui z, = BY%w, = B-1%r,,
ry = Ay, — f, obtenemos la estimacién (24).

Para los metodos de Seidel y de relajacion superior
B 5= B* por lo cual la totalidad de pardmetros de Chébi-
shev no puede ser empleado.

§ 5. Método alternado triangular

i. Método alternade triangular. Analizaremos un es-
quema iterativo implicito
BE—D | Ay, =f, k=0, 1, ... )
+1
Si el operador B representa un producto del nimero finito de
operadores econdmicos, sera también econdémico. Asi, es eco-
nomico el operador B = B,B, que es igual al producto de los

operadores triangulares B, y B,.
Veamos el asi llamado método alternado triangular (1),

para el cual el operador B tiene por expresién
= (D + oR,) D' (D + wR,), (2)

donde D = D* >0, Rf = Ry, R, + R, = R, R = R*>
>0 0 b- 0 es o] parémel.ro

Probemos que el operador B es positivo y autoconjugado,
es decir, que el esquema (1) con el operador (2) pertenece
a la familia inicial de esquemas (2) del § 3, razén por la
cual pueden aprovecharse todos los resultados de la teoria
general obtenidos anteriormente. En efecto,

(By, v) = ((D + wR) D (D + wRy)y, v) =
= (D + oRy) y, D' (D + wR,)v) =
i (yt (D + mn.‘l}p-: (D + {IJR‘] U},

y, por consiguiente, (By, v) = (y, Bv), es decir, B = B*,
Luego, encontramos (By, y) = (D + wRy)y, D' x
x D (D + ©Ry) ¥) = | (D + Ry) ¥ || -2 > 0, es decir,
B =Pp*>

Al operndor R le corresponde una matriz A = (r;).
A titulo de las matrices R, y R, pueden intervenir las matri-
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ces triangulares inferior y superior, es decir,

rul2, j=i,
RI=(rIJ)§ = { Tips I<‘|
0, >4
r||."2| i=i
Ry = () rij= { g, i>ih
0, i<i.

Si R es una matriz simétrica, ry = r;;, entonces R, y R,
son reciprocamente conjugados, R, = R}.

A titulo de D = (d;;) tomemos una matriz diagonal.
Entonces, D + @R, es una matriz triangular inferior y
D + @R, una matriz triangular superior. De este modo,
el proceso de la iteracién se reduce a la inversi6n alternada
de las matrices triangulares inferior y superior (de aqui
proviene la denominacién del método). Efectivamente, para
cada iteracién se debe resolver una ecuacién

Byr+1 = (D + @R;) D' (D + @R,) yn4y = Fi 6]
Al denotar D-' (D + ®R,) Yn4; = ¥a+1, obtenemos
(D + oRy) gn+1 = Fu, (D + @R,) yr+1 = Dintrs
k=0, .5 (4)

Observando que (Ryy, y) = (R, ¥) = (Ry, y)/2, encontra-
mos
(D+oR) Y, ¥)=(Dy, y)+ o (R, ¥) =

=((D+¢R) v, ¥) = (D+0R)y, 1) >0,

puesto que D >0, « >0, y R > 0.

De aqui proviene la existencia de los operadores inversos
(D + wR,), (D + oR,)-, es decir, la resolubilidad de
los problemas (4).

2. Eleccién del parfmetro . Para poder emplear la
teoria general, se deben hallar primeramente los pardmetros
Y1 ¥ v que figuran en las desigualdades

"B <A< v,8B, (5)
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las cuales siempre se verifican gracias a que los operadores 4
y B son acotados y positivos. Empecemos con la determina-

cibn del pardmetro o > 0.
LEMA. Supongamos que el operador B se determina segiin la

férmula (2), donde
R:=R, R, +R,=R R=R*>0

¥ que R satisface las condiciones
R>8D, >0, RD'R,<4{R, A>0, (6)
En este caso sera vilida la estimacién
WB<R<WB, ';'l=T_"‘_ﬂm5W“' h=n. O
La razin £=}“,{w)!{§{m) tiene el valor mdzimo cuando
m=(:)—2w3

con la particularidad de que

a2 EY el = O % e
E i+ﬁ' n A Tt 2(l+'|/;|)‘ Ta ‘V.;I ()
pEMOSTRACION. Las desigualdades (6) significan que

(Ry, )>8(Dy, y), (D*Ry, Ryy)<+ (Ry, V)
para cualesquiera y € H.

Realizadas las transformaciones
B = (D + oR))D-* (D + wR,) =
=D —o(R,+ Ry + 'R DRy +20 (R, + Ry) =
= (D — wR,) D-' (D — wR,) + 20R,

obtenemos
(By,y) = (D' (D — ©Ry) y, (D — ©R,) y) + 20 (Ry, y)
= || (D — @Ry y Ib + 20 (Ry, y) > 20 (Ry, ),

de suerte que
B>2R, o bien R<o=B,  Ya=g-
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Obtendremos ahora para B la estimacién por arriba.
Tomando en consideracién (6), hallemos

B=D-+oR+@R DRy § R+ oR+Z2 RS
<(1+0045)
R>vB,  n=b(1+e8+235)7

El nimero de iteraciones necesarias para la resolucibén
de la ecuacion Ry = f depende de la razén

E (@) = ¥o/v2 = 208 (1 + 08 + w28A/4)™.

Elijamos w de la condicién de que E (w) sea méxima. Igualan-
do a cero la derivada E' (0) = 28 (1 — w*A/4) (1 + o8 +
+ @%A/4)=*, encontramos © = ® = 2/)/8A; en este caso
£ (®) < 0. Al sustituir este valor de ® en las férmulas

para y;, 1:,. E (), obtenemos la férmula (9). El lema queda
demostrado.

3. Velocidad de convergencia.

TEOREMA. Supongamos que el operador A = A* >0 se
representa como una suma A = A, + A,, A, = A}, y que
se cumplen las condiciones

A>8D, ADASTA, 8>0, A>0. (10)

Entonces para el método alternado triangular (1) con
B = (D + 0A,) D' (D + wd,), D =D*>0, (11)
con el pardmetro o = 2/V 8A y una totalidad de parémetros
de Chébishev

[ P e |
o= T Po=TFE"

= L= 2K )

S
= TFpag ’
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donde

& ]
Y e ava
son suficientes n (e) iteraciones:
2 - —
ne()<n(e) <nm(e)+1, my(e)<In=/(2V2V7, (14)
y en este caso se cumple la siguiente estimacién
Il Ayn—fllsm<<ell Ayp—fllp-s- (15)
pemosTRACION. Hagamos uso del lema precedente supo-
niendo R = A, R, = A,, Ry = A,, y también de la esti-
macioén (24) del § 4:

| Ayn—flls- < gn | Ayo— 1 ll&:

=2, mem, (I

con
qll 1 l Pf" L] pi 1 .

En el § 3 se ha obtenido la estimacién para el niimero de
iteraciones n = n (e):

n ()<n (e) <my (¢) +1, donde ny(e) < ln2/(2V/F).
Al sustituir aqui & = 2V /(1 + ¥'71). obtendremos (15).

4. Ejemplo de aplicacién del método alternade triangular.
Analicemos un problema modele

”E.i:&l__i:ﬂﬂ: —fy i=1,2, ..., N—1,
4=0,  uy=0. (16)
Sea H = Q un espacio de funciones reticulares definidas en

los nodos interiores i =1, 2, ..., N — 1 de la red w,;
introduzcamos un producto escalar

N1
(v, v)= 2.‘1’ ywik.
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El operador Ay = —ijx es autoconjugado y definido positi-
vl

ASSE, b= ppsent i,

Introduzeamos los operadores Dy = y (D = E) y

ﬂ-, i_ Vi—Via

Ay =Ry= ; e

M=H =_ﬁ‘:l=_l!+;._l‘l‘ A|+A|=A.

Las iteraciones (y)x = (i) se hallan segiin las férmulas

V=i

(E + @A) (W) = [!-h +o=5 =Fy (i),

)l+i

=gy Wher ({— 1) +h%
Unet (‘)zmlfiﬂ “]. —‘}_: Fa U)'

(E +04z) ypi (1) =
C=¥n)— ';t:' Wnss (0 41— Yawe (D) = e (D),

en definitiva tenemos

) 1) 4 Mppas (8
yk+l(l)=m¥lﬂ( ":;l:; I‘hn(},

i=N—1, N—-2, ..., 2, 1

Los valores de 3+, (i) se hallan sucesivamente al mover de
izquierda a derecha (de i — 1 a i) ylosdeyus, (i), de derecha
a izquierda (de i + 1 a i); y en este caso se toman en consi-
deracién las condiciones de contorno

Ia+ (0) =0, Yrs (N) = 0.

Las formulas del tipo semejante se denominan férmulas de
computo movil.

De las igualdades y- ., = ¥x.i 5¢ desprende que A} =
= A,. En efecto, por cuanto v, = Vg + gy = ho—
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entonces
N-1 N-1
(Azy, v)= — E Yxe, Vi = _yivl <= Z Yxt1Zx 1=
i1 f1
N N-1
=y‘v;_.+2 vz = ) vz =h 2‘. b2k e (5, 4),
i

es decir, A, = AjJ.
Galculemos la constants A:

(AyAgy, y) = (Agy, Agy) =

1 N-1 N-1
=5 3 e S h=rs Z vz, A<
1 ’-I 1 ~ |
<4 2 U = 3 R AV 1= (AV, 1)y
femi dem

de donde se infiere A = 4/h®, Asi que,
48
e
=2V n/(1+V )~ 2V = nh, VExVm,

de suerte que

1
2 Vah I
Si & = 104, entonces n, (&) = 3/V'h.
El resultado es:
n, (e) = 10 para h = 1/10 (N = 10),
n, (¢) 2 30 para h = 1/100 (N = 100).

Recordemos q]ue para N = 100 se deben realizar 20 000 ite-
raciones por el método de iteracién simple y 340 iteraciones,
por el ul}ueme explicito de Chébishev. De este modo, el
método alternado triangular ha resultado mejor entre los
métodos estudiados.
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§ 6. Métodos iterativos de tipo variacional

1. Método de los residuos minimos. Al estudiar los méto-
dos iterativos siempre se suponia hasta ahora que lascons-
tantes ¥y, ¥ v, s decir, las fronteras del espectro del opera-
dor A en H o en H ; estan conocidas. Pero, jqué se debe
hacer, 8i tal informacién esti ausente? En este caso pueden
emplearse los métodos que no utilizan los pardmetros y,
Y V4 en la forma explicita. Estos son los métodos de tipo
variacional. Aqui se analizardn los métodos de los residuos
minimos, del descenso més rdpido y de los gradientes con-
jugados.

Empecemos con el método de los residuos minimos para un
esquema explicito
ﬁ%_—;!hﬂqy.:f. k=0,1, ..., Paratodo y,€H. (1)

+
Para el residuo r, = Ay, — f tenemos una ecuacién homo-
génea

TAUZIR | Ar, =0, k=0,1, ..., re=Ap—[ (2
R+1

El pardmetro t,4, se escogerid partiendo de la condicién de
que sea minimo el residuo ry 4, segin la norma:

Nrpes P=N7ra — Tpseedrp 2=
=l ra 1®— 2%pag (s Arn) 4+ Thoy 1 Arn 1P =@ (Tas4)

Diferenciemos esta expresion respecto de T,.,, igualemos
a cero la derivada o' (1y4,):

@ (thgr) = —2(r. An) + 20, 1 AR NI =0
y hallemos
(Arp, ra)
T = T A, "‘I s k=1,2, ... (3)

Con este valor de T4+, la segunda derivada @ (Ta4,) es

positiva y, por consiguiente, se alcanza el min || a4, | .
Tha

Hasta ahora no se suponia que A es un opera:ior autocon-

jugado. En cambio, si A = A* = 0, entonces son vélidas
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las estimaciones

e I=<poll |l Il Ay —fll=<pg | Avo— 1 Il
o A—E o

Po=TTE 13 ) (4)

donde v, y y, son las fronteras exactas del espectro del ope-
rador A. En efecto, por cuanto, de acuerdo con (3), la norma’
|l ¥a 4, || s minima para ty4,, entonces para cada T % 1,4,
ella debe crecer, por lo cual

I rneg IP=lrx — Tpes Ary [P rp— Todry |2
< E—vA |12 | ry 112,
Por otra parte se conoce que
| & — Ted Il = Po Para T, - 2‘((?1 F o)

De aqui precisamente se deduce que ([ ryiy [[<< po Il ra |l

De este modo, el método de los residuos minimos con-
verge con la misma velocidad que el método de iteracion
simple (siempre que en este Gltimo se empleen los valores
exactos de v, vy 7,).

En el caso del método de residuos implicito o del método
de correcciones en vez de (1) obtenemos una ecvacién para
la correccion:

B"h+l‘-wi+Am =0, k=0, s BRI
Ther *
wy = Bry, wy= B~ (Ay,—f), (5)

donde Ty 4, se determina por la formula

_ _ (Awy, wy) 1
T = B Awy, Awp) ' K=Y, 1; 5= (6)
En lugar de (4) obtenemos la estimacion
1 Ayn —1lls<pg Il A¥o— [ |-

2. Método del descenso m4s répido. El método explicita
del descenso mds rdpido se diferencia del método de los resi-
duos minimos sélo en la férmula para T, ;,:

_ _(ra, Ta) =
Tki—l‘—'m" k=01, ... (7
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Esta férmula se obtiene o bien de la condicién del minimo
de la norma || Zx 4, ||4 del error zy4; = ¥x4y — %, 0 bien de
la condicién de ortogonalidad de los residuos ry y x4y
multiplicar escalarmente la ecuacién ry4, = r'n — Ta4q AT
por Ty, obtenemos 0 = (Fx, Ta) — Ta+s (Ary, ry) de donde
se infiere la formula (7). Por cuanto Az, = Ay, — Au =
= r, entonces se tiene

(AZpe1s Znty) = (AZp — Tai1 A%y, 3y — Tpesdzy) =
= (ry—Tas s ATpy 2n— TasdTh) =
= (ryy 2n) — 2%t (Tho T) + They (Ary, Th)-
Diferenciando (| zy+ [[4 respecto de 7,44 @ igualando a cero
la derivada, obtendremos (7).
Luego, tenemos
1 Zass a2 = 1| (B — Tyad) 2y ASSINE — Tod) 2x llA<S
<N E—7oA 12| 2y A<<p |l 2x [las
es decir,
I Zes lla = ¥nes — w1405 | Yo— 2 ||a-

El método del descenso més rdpido converge en H 4, con
la misma velocidad gue el método de iteraciébn simple.

3. Método de los gradientes conjugados. Los métodos de
tipo variacional con mayor velocidad de convergencia pueden
encontrarse en la clase de esquemas iterativos implicitos
de tres capas:

Bypiy = st (B—Tops A) Y + (1 —psy) Byp_s +
+opyTanf, k=1,2, ..., (8)
Byy=(B—7vA) Yo+ %4l
Veamos el método de gradientes conjugados que es de am-

pliousoen la prictica. En este método los pardmetros itera-
tivos oty 4y ¥ Ta4y Se determinan segln las formulas

T i t"ﬁo wh)
AT Ty, wy)

B PR 7 YO U VO MR A G
Ty +4 (1 Tx  hop Waed) Ok ’ 9)
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dondek = 0,1,2,. . ., bajo el supuestodeque A = A* > 0,
B = B*>0, 3y B A< v,B, v, > 0. Las férmulas para
Tx+1: @x+ 80 obtienen del requisito del minimo de la norma
del operador de resolucién. Con estos valores optimales de
los parfmetros iterativos queda licita la estimacién

Hon—ulla<gnllyo—2|las q.——&"gg—.

i— 1
Pt“ﬁ%o Es'.};’ (10)

es decir, la velocidad de convergencia del método de gradien-
tes conjugados es la misma que la del método iterativo de
dos capas con pardmetros de Chébishev (en el que se usan
Y1 Y ¥ 8l calcular los pardmetros Ty4,). Por eso, para el
nimero de iteraciones tenemos una estimacién

m(O<nE<m(e)+1  mle)=orlnl.

A titulo de operador B podemos tomar el operador factoriza-
do del método alternado triangular

B=(D+04,) D (D+w4y),
A|+A’=A>O| A;=A=| D=y>0.

Los cédlculos muestran que el niimero de iteraciones al
aplicar el método alternado triangular en conjunto con el
de los gradientes conjugados es menor que en el caso de
emplear el esquema de Chébishev.

§ 7. Resolucion de las ecuaciones no lineales

- 1. Métodos iterativos. Analicemos una ecuacién no lineal
fz) =0, z € la, b,

donde f (z) es una funcién continua. La ecuacién puede tener
una o varias rafces. Se pide; 1) establecer la existencia de
las raices de la ecuacion; 2) hallar los valores aproximados
de las raices. Ambos problemas se resuelven a menudo simul-
tdneamente. Para hallar las raices se emplean los métodas
iterativos.



§7.E i no lineal 154

El més elemental es el método de dicotomia (divisién por
1a mitad). Sea f (z,) f (z;) << 0; entonces, en el segmento
{zq, z,) 8@ ubica por lo menos una rafz. Determinemos f (z,),
donde z, = (z, -+ z,)/2, y elijamos z,: aquél de los valores
Z, 0 7y, para ol cual se cumple la condicidn f (z,) f (z5) <
< 0. El segmento [z,, z,] se dividird por la mitad de nuevo,
etc. La divisién continfia hasta que la longitud del segmento
se haga inferior a 2e, donde & es la exactitud con la que se
debe determinar la raiz. En este caso el centro de dicho
segmento nos presta precisamente el valor de la raiz con la
exactitud requerida e. Es evidente que el proceso converge
con la velocidad de una progresién geométrica de razén 1/2.
La deficiencia del método consiste en la eleccion del seg-
mento inicial [z,, z,]: no esté claro de antemano a qué raiz
convergeré el proceso (si en [z,, z;] hay varias raices).

El segundo método es el 'de iteracién simple.Escribamos
la ecuacién (1) en la forma

z =9 (z), )
donde ¢ (z) puede definirse por uno de los siguientes métodos:
@ (z) =z — af (z), o = const,

¢ (z) =z + p (z)f (z), p (2)es una funcién arbitraria
que no tiene raices en el segmento [a, bl.
lEl método de iteracién simple se determina por la fér-
mula

Znt1 =@ fzn), n=0,1,2, .., 3)

donde n es el nimero de la iteracién, z, es la aproximacién
inicial prefijada arbitrariamente. Se pide hallar aproxima-
damente la solucién (la rafz) z = z* de la ecuacibn z =
= @ (z) con un error relativo e > 0 de un modo tal que
para cualquier n > n, se verifique la desigualdad

l2a —2* <&z —2% |, n=n(e)- (4)

Esta condiciébn puede cumplirse, siempre que la sucesién de
iteraciones {z,} converja, para n— oo, al limite z*:

: lim z, = z*. Si (4) tiene lugar, los cilculos pueden ser
terminados con n = n,. De aqui se ve que la cuestién més
importante en este caso es la de convergencia de las iteracio-
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nes, como también de la velocidad de su convergencia, es
decir, la cuestién sobre el nimero minimo de iteraciones
n, (), para el cual queda cumplida la desigualdad (4). Su-
pongamos que en cierto 8-entorno

A=(z,—8, z,+8, 6>0, )

del punto z, la funcién @ (z) satisface la condicién de Lip-
schitz:
I (z") — ¢ (z') |< g |z" — =’ | para cualesquiera
£, z"€A (6)

con el coeficiente g << 1:
0<g<1i (7)

y sea pequefio el residuo inicial z, — @ (z,) de modo que
[z — @z} I< (1 —q) 8. (8)

En este caso son justas las afirmaciones:

— todas las iteraciones z, (n = 1, 2, ...) pertenecen
al intervalo A: z, € A;

— la sucesién {z,} converge, para n— oo, hacia el
limite x* que es la raiz de la ecuacién (8);

— la ecuaci6én (2) tiene en A una sola rafz.

La condiciébn z, € A significa que

|zy — 2o | < 8. (9)

En virtud de (8) tememos |z, — z, | = | ¢ (%) — T I<
< (4 — g) 6 < 8, es decir, (9) se cumple para k = 1. Demos-
tremos por el método de induccién que (9) se verifica para
cualesquiera k = 1, 2, . . .. Supongamos que (9) se verifica
para k = 1, 2, . . ., n; entonces se pueden calcular @ (z,)
Y Zng1 =@ (x,,e. De (6) se deduce que |Zp4y — x| =
= |p (za) — @ (zay) < g | 2x — 2p—y |, €5 decir,

lzp=y — Zn |< g | 2h — 2 |- (10)
Aplicando sucesivamente esta desigualdad, encontramos

loays — o IS loy — za |y k=1,2,... n
1)
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Al tomar en consideracién que z,4; — Zo = (T4 — Za) +
+ (#n — zp—) + ..+ + (zq — z,) + (2, — z,), obtendre-
mos

| Zats—Z2o<(¢"+ "'+ ... +g+1) |z,— 3 | =

{—gn#1 1
= la—n <= | n—n <8,

es decir, z,4, € A. En virtud de (8), la desigualdad (9) se
verifica para k = 1, y, por lo tanto, se verifica también
para k=2, 3, ...

Veamos ahora la diferencia Zpsm — Zpn = (Zpsm — Tnem-1) +
+ (Znsmot—Zn+mra) + - - - +(Znsa— Zns1) +(Zn+1—Za) ¥ 8-
timémosla:

| Znaem—2n | <@ 4724 ... +q+1) | Znes— 28 | <
1—

ST -] <,
es decir, | Zn4m — Zn |-+ 0 para n— oo y cualquierm =
=1, 2, . ... De aqui, en virtud del criterio de Cauchy, pro-
viene la convergencia de {z,}: lim =z, = z* € A. Pasan-

oo
do ahora en (3) al limite para n— oo, nos convencemos de
que z* es una raiz de la ecuacién (2): z* = g (z*). Esta
raiz es Ginica. En efecto, supongamos que axistan dos rafces
distintas z' y z" 5= z', de modo que z' = @ (z'), z" =
= @ (z). [Entonces. |z" —2'|= an( )—tpleé
<q!x —z' | < |z" — ' |, es decir, |z" — ' |< |z
— z' |, lo que no es posible.

Para el error z,4;, = z,4, — z* tenemos

Izn+1|= |‘P(Zn)—¢(-?-"} IQQI;JI'_:‘ i=
=g |5 I<g"* 5|, (12)
[EST e F Y

es decir, el método de iteracién simple converge con la velo-
cidad de una progresién geométrica. El nimero de iteracio-
nes para el cual queda cumplida la desigualdad (4) se deter-
mina de la condiciéon ¢™<C e, es décir,

n‘.‘;ln%/ln% .
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El nimero minimo de iteraciones n, (e) para las cuales se
cumple (4) es, evidentemente, igual a

o=/ 2],

donde la] es la parte entera del niimero a > 0.
OBSERVACIONES. Si @ (z) tiene derivada en A, entonces (6)
se cumple en el caso en que

|9’ (@) | < g para todo z € A. (14)

2. Método de Newton. El método se determina mediante
la férmula

Tna =T — L f(2) A0, n=0,1,2 ... (15)
Esta fé6rmula se obtiene, si en el desarrollo
0=F(z*)=f(zn) + (z*—2a) [ {xu)+-;-(z‘-=n)‘f' ®,

E=z,1+0(z*—z,) 0<o<t, (16)

donde z* es la solucién exacta de la ecuacién f (z) = 0, se
desecha el dltimo término, al sustituir z* por z,,:

0 =1 (za) + I () @n41 — Zn)-

El método de Newton se denomina también método de tan-
gentes o de linearizacién. La interpretacién geométrica de este
método consiste en que un trozo de la curva y = f (z) para
z € lzn, Zp44l, 8i 2z, < 2,4, (0 bien para z € [z, 4;, z,), si
Zp = Z,4,) 8 sustituye por el segmento de una tangente
trazada desde punto z = z,.

Al escribir f (z) = 0 en la forma z = ¢ (z), vemos que el
método de Newton puede ser considerado como el método
de iteracién simple (3) con el segundo miembro

9 (@) =z —f@f (@ (17)
Ilustremos el método de Newton con el ejemplo de ex-
traccién de una raiz cuadrada de un niimero a = 0, es decir,

de resoluciéon de la ecnacién z2* =a o f(z) =2' —a = 0.
Al aplicar la férmula (15), obtendremos

3n+1="i'* (2.+;-:-'), a=0 1, ...
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Sea, a = 2. Eligiendo z, = 1, hallemos z, = 1,5, z, =
= 1,417, z, = 1,414, ..., es decir, la iteracién converge
muy ripidamente.

Estimemos la velocidad de convergencia de las iteracio-
nes. Supongamos que existe una rafz real z* de la ecuacién (1).
Tomemos cierto entorno de la rafz:

A, = (z* — 8y, z* + 8), 8, >0.

Convengamos en considerar que la funcién (17) es dos veces
diferenciable en A, y que su derivada segunda estd acotada

" () 1< 29, (18)

donde g = 0 es una constante. Desarrollemos ¢ (z) en una
linea de Taylor en el entorno de z = z*:

9 (2) = (%) + ¢ (2%) (z—2%) + L& (z— 2oy,
E=z*+40(z—2z"), 0<o<i. (19)
Calculando a continuacién
o (=1 (1= —F (Y, ¥ @=—(f(7))

vy observando que ¢’ (z*) = 0 cuando [’ (z*) 5= 0, oblen-
dremos

— )
@ (z) = (2%) + E25T0g" @), (20)
Para el error 2,4, = z,,, — z* obtendremos una férmula:

Snbt = Ent—2* = 9(2,) — 9 (2%) = 5 (2, —2%)2¢" (B),

1 -
Iy = _z‘q' (%) Zh-
De aqui y de (20) se desprende
|20+ ] < G20, (21)
Denotando v, = q|z,|, obtenemos v, <vZ<lv?? < ...<

<...<v"<o?™, y, por consiguiente,

[Zarl <= (gl5sD)?" - (22)
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De aqui se ve que las iteraciones (15) convergen hacia la
rafz x* para n— oo, si

Gl | <1o |25] =]z, —2*|<1lg, (23)

es decir, la aproximacién inicial se dispone en el entorno
A, = (z* — 1/g, z* + 1/g) con 8, = 1/g de la raiz z = z*
de la ecuacién (1). En este caso el método de Newton con-
verge, como suele decirse, con la velocidad cuadrdtica (el
método de iteracién simple converge con la velocidad de
una progresién geométrica).

La condicion para gque terminen las iteraciomes |z, |<C
< e |z,] (como se infiere de (22)))o |z, |<< (g ]2, )™ x
X | 2, | se cumple, si n>> n, (e), donde

ne(e)=[In(1+In— /0 1<) /m2].  (24)

Es evidente que si la aproximacién inicial se dipone en
el entorno pequefio de z*, entonces todas las iteraciones
posteriores quedardn dentro de este entorno A,. En efecto,
sea |z, — z* |<C §,, con la particularidad de que g, << 1.
Tendremos, pues, |z; — z* |< g |z, —z* |? g8} < §,,
|zg —z* |<q |z — 2% P< gdy < By, etc., de suerte que
| z, — z* |<< 8, para cualquier n =1, 2, ...

oBsERVACIONES. 1. No nos detenemos en la demostracién
de la existencia de la raiz z = z*.

2. La convergencia cuadrética del método de Newton pue-
de establecerse también para las restricciones més débiles
impuestas sobre f(z):

I @)> M, >0, |f ()< M, para todo z € A,. (25)

Haciendo uso de (15) y (16), obtendremos para el error
Zp4y = Tpyy — &¥ una expresion

g = f {tj:) SRy
de la cual, en virtud de las condiciones (25), proviene una

desigualdad

[Zanal <gl2al?, g=M,y/(2M,),

que coincide con (21) (la diferencia consiste sélo en g). Los
razonamientos ulteriores nos llevan a (22), (23), y (24).
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3. Método continuo de Newton. La solucién de la ecua-
cion f (z) = 0 puede considerarse como un limite, para
t— oo, de la solucién del problema de Cauchy:

L 4H®=0, >0, z(O)=u, (2

si este limite existe. Denotemos con z = z (t) la solucién del
problema de Cauchy, y con z,, la solucién de la ecuacion
f(z) = 0. Para su diferencia z (f) = z (f) — z,, tenemos

S @ —f ) =g+ ®)2 E=z4+05, 0<O<H,

S raz=0, >0, z(O)=u, a)=1(

De aqui se ve que |z (¢) |[— 0 para {— oo, si {' (z) > 0.
Para resolver la ecuacién (26) se debe hacer uso de un
método explicito cualquiera. La velocidad de convergencia
de z((l)) a z, depende sélo de la magnitud de la deriva-
da f (z).
4. Método de las secantes. El cdlculo de la derivada
f' (za), aplicado el método de Newton, puede resultar engo-
rroso. Si sustituimos J, por una razén de diferencias
(fa — fa=1)/(Zn — zn—,), obtendremos el método iterativo
de las secantes
= (#n—2n_y) | l=n)
IS I ) = ) e
El método de las secantes converge con una velocidad
menor que el de Newton, sin embargo en (27) se calcula sélo
la funci6én, mientras que en (15) es necesario hallar no sélo la
funcién sino también la derivada de ella. Es por esto que
el volumen de los cdlculos en cada iteracion del método de
las secantes es, en el caso general, menor.



Capitulo IV

Métodos de diferencias de la resolucién
de los problemas de contorno para
ecuaciones diferenciales ordinarias

§ 1. Conceptos fundamentales de la teoria
de esquemas de diferencias

Un método numérico universal para resolver ecuaciones
diferenciales es el de diferencias finitas. Antes de pasar a su
exposicién hace falta introducir ciertos conceptos funda-
mentales referentes a la teoria de esquemas de diferencias,
a saber, aproximacioén, estabilidad y convergencia.

. Operadores de diferencias més simples. Con el fin de
obtener una ecuacién en diferencias en lugar de la ecuacién
diferencial, es necesario:

— sustituir el dominio de variacién continua del argu-
mento por un conjunto discreto de puntos (por una red);

— sustituir (aproximar en la red) la ecuacién diferencial
por una ecuacién en diferencias.

El problema sobre la resolucién numérica de una ecuacién
diferencial se reduce a la cuestién de resolver las ecuacio-
nes en diferencias. En los capitulos antecedentes ya se han
expuesto los ejemplos de las redes:

1) red uniforme en el segmento 0<C z<C 1 de paso h: un

conjunto de nodos w, = {z; = ih, i =0, 1, 2, ..., N,
h=1/N}; z, = 0, 2 = 1 son los nodos de frontera; w, =
= {2y =th,i=1,2, ..., N1} es el conjunto de nodos
interiores;

2) red no uniforme: el segmento 0<C z<C 1 se divide en V
partes mediante puntos arbitrarios z;, << zy, << ... << zZy.;;
hy = z;, — z;_, es el paso de la red;

op={z;, i=0, 1, ..., N, z,=0, zy=1},

N
‘Zlh,=1 o= {7, 0<i< N);
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3) red en un segmento 0<t<<T: 0 = {t, = nr,
a=0,1,...,.0;5n83=T})

En lugar de la funcién de argumento continuo (por ejem-
plo, en el segmento 0<C z<C 1) 8¢ estudia la funcién y (z,) =
= yi_de argumento discreto z;, donde z, es un nodo de la
red @;, o de argumento i que es el niimero del nodo. Esta
funcién se denomina rcuclflar. Cualquier funcién reticular
puede ser representada en forma de un vector

Y = Yor M1y - » =y UN-1y yﬂ'}‘

Por eso, el conjunto de funciones reticulares forma un espa-
cio de dimension finita H cuya dimensién, en el caso dado,
es (VN + 1). Se analiza corrientemente una familia de redes
{w,} que dependen del paso como de un pardmetro, razén
por la cual las funciones reticulares y = y,(z) también
dependen del paso como de un parametro (o de N), si la red
w, 8 uniforme. 5i la red no es uniforme, entonces por h se
entiende un vector h = (hy, kg, . . ., hy). Resulta natural
por esta razén dotar el espacio de funciones reticulares con
el indice h y escribir H . En el espacio H, podemos introdu-
cir una norma ||-||,. He qgaui los tipos mis simples de las
normas:

yllc= méx y(z) o bien |jyllc= méx fy,i;
=€ &), <IN

lyll= INE: 7L Rl

El operador diferencial se sustituye por un operador de
diferencias que actiia en el espacio de funciones raticulares.

Sea G un dominio del espacio euclideo R® (p = 1, 2, 3)
con la frontera I'. Por ejemplo, G es el intervalo 0 << z << 1,
T expresa los puntos z = 0, z = 1; G es un recténgulo 0 <
<z <hL, 0<z3<ly, 2= (5, 2y) EG(p = 2), T cons-
ta de los segmentos de las rectas z, = 0, z;, = [, z, = 0,
z, = L, etc. Sea dado un operador diferencial lineal L
que actia contra una funcién v (z), z € G. Introduzcamos en
G=G|)T una red ©, y veamos una funcién reticular
vy (z), z € ®,. Sustituyamos Lv en el punto z; € w, por
una combinacién lineal consistente de los valores v, (z)
de la funcién reticular en cierto conjunto de nodos de la red
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el cual se llamard molde

(Lav)i= }‘. alion (zg), €@y (G), ¢))
x d’,

donde a}; son los coeficientes, o, es el molde, o, € @,

Tal sustitucién de Lv por L,v se denomina aprozimacién
en la red de un operador diferencial L mediante el operador
de diferencias L,, o bien aprozimacién de diferencias del
operador L. El estudio de las aproximaciones de diferencias
L} del operador L se realiza, corrientemente, de un modo
local, es decir, en cualquier punto fijo de la red. La construc-
cién de L, se debe empezar con la eleccién de un molde o(z),
es decir, de un conjunto de nodos, vecinos con el nodo z € w,,
en los cuales los valores de la funcién reticular v, (z) pueden
ser empleados al escribir la expresién para L.

Veamos algunos ejemplos de construccién de L.

BJEMPLO §. Derivada primera: Lv = % = v’ (z). Tome-
mos tres nodos (z — h, z, z -+ h). Podemos servirnos de

cualquier de las expresiones
Lijv= wﬂ =v, (el molde (z, z+h));

Ly = M‘:.E.!ﬂ =v; (el molde (z—h, z));

Lip ="EIRNZEZD _y, (ol molde (z—h, z+H).

Se emplean a menudo las siguientes denominaciones: Ly =
= vz s la derivada de diferencias derecha; Ljv = v; la
derivada de diferencias izquierda y Ljv = ve =-%(Lzu +
+ Ljv), derivada de diferencias central. Sobre el molde
tripuntual (z — h, z, z + h) podemos definir un operador
de diferencias

L@ (v) = ov+ (1 —0) v;,
donde o es un pardmetro real. De este modo, existe una infi-

nidad de aproximaciones de diferencias de la primera deri-
vada sobre el molde tripuntual.
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Se denomina error de aprozimacién del operador I median-
te el operador L, una diferencia

‘|p = LhU—LU.

Dicen que L, tiene el m-ésimo orden de aprozimacién en el
punto z, si

% (@) = Lyv (@) — Lv (z) = O (™), o bien Iy (z)|< MA™,

donde M = const > 0 no depende de h, m > 0.
Haciendo uso de la férmula de Taylor

vizth)=v(z) +h' (z)+
+ 50" (2) & 07 (2) + 5ot (2) + O (Y,
no serf dificil obtener las estimaciones
ve—v'=0(h), vz;—v'=0(h), v;—:r':- 0 (h?),

¥ = L% — Lv= 0 ((o——) h-+h.

EiEMpLO 2. Derivada segunda: Lvs%::--v' (x).

Tomemos el mismo molde tripuntual que figurabaen el ejem-
plo 1 y escribamos un operador de diferencias

v(x+h)—20 ()4 v (z—h)
h? :

Al potar que v (z + h) = v (z) + has, v(z — h) = v (z) —
—hy;, transformemos L, v (z):

Ly (z) =

vx () — w (=) “;(3"' h)— o (x)
Ly (z) = 5 = 5 =ve (7). (2

Aprovechando la férmula de Taylor para v (z 4 k), encon-
tramos

s i Lv=-:-“-;- w1V (z) + O (h%) = O (hY),

es decir, L, tiene el segundo orden de aproximacién.
Habitualmente se requiere la estimacién del error de

aproximacién sobre una red, es decir, en cierta norma reticu-

lar ||+||s. Se dice que L, tiene el m-ésimo orden de aproxima-
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cién sobre una red, siempre que
ILawn — (Lo)plln = O (A™).

2. Esquema de diferencias. La ecuacién diferencial
Lu = f (z) se resuelve, como regla, con ciertas condiciones
complementarias: iniciales (problemas de Cauchy), de con-
torno (problemas de contorno) o bien condiciones iniciales
y las de contorno a la vez. Dichas condiciones complemen-
tarias, pasando a las ecuaciones en difefencias, se deben
también aproximar.

Sea dado un dominio G con la frontera I' y supongamos

que se busca la solucién v = u (z), z € G, de una ecuacién
diferencial lineal

Lu = f (2) z€G, (3)

con la siguiente condicién complementaria en la frontera:
u(z) = p (2, z€T. 4

Introduzcamos en el dominio G = G + T'unared @, = w,+

+ Yn, @y EG, y4 €T, y al problema (3), (4) le pondremos
en correspondencia un problema de diferencias con el ope-
rador lineal L, del tipo (1):

Lyyn =9na(@)y, z€wp ya(@) =valz), z€yp (5)

Las funciones y, (z), @4 (z), v, (z) dependen del paso h
de la red. Al variar k, obtenemos las sucesiones {y,}, {p,},
{v,‘J. De este modo, se examina no uno de los problemas
de diferencias, sino una familia de problemas que depende
del pardmetro k. Esta familia de problemas lleva el nombre
de esquema de diferencias.

eJEMPLO 1. Problema de Cauchy:

Lu=2% fhu=f(t), t>0, u(0)=u,
El esquema de diferencias de Euler tiene por expresion:
L'Iy"’m.‘:"!!"’l' 1.ls"n _— fm

Un=y(ta)y ta=nt€o;, n=0,1,..., yg=u,
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EJEMPLO 2. Primer problema de contorno:
Lu=u"=—f(z), 0<z<i, u(0) =y,
u (i) = py (6)

Hagamos uso del operador de diferencias tripuntual (2):
Ly = ¥z, ; = Wi+r — 201 + yiy)/h* y obtendremos un
problema  de contorno en diferencias sobre la red @, =
= {z = ih, OIS N, zy = 1)

L =Vexa=—fn, i=1,2, ..., N—1,
Yo = P ¥Un = Ma- (6")

3. Estabilidad. Nos resulta més conveniente pasar a la
notacion del esquema de diferencias (5) en la forma operacio-
nal. Con este fin escribamos al principio la ecuacién (5) en
la forma matricial

A.Yp. = (D_-..

donde Y, es el vector buscado de N-ésima dimension finita,
la que es igual al niimero de nodos de la red, en los cuales no
son conocidos los valores de la funci6én reticular y, (para el
primer problema de contorno (6°) la dimensién Y, es igual
a N-1, es decir, al nimero de nodos interiores de la red).
Los valores de y, (z;) en los nodos z; € w, son componentes
del vector ¥ ,, mientras que ¢, (z;) representan los compo-
nentes del vector @,, y A es la matriz cuadrada de di-
mension N X N,

Introduzcamos un espacio N-dimensional H, de funcio-
nes reticulares y sea 4, un operador lineal correspondiente
a la matriz A: A, : H,— H,. En lugar de (7) podemos escri-
bir

Apyn = @, ¢ € Hy. (8)
Sean ||-llu,)¥ Il*lke, ciertas normas en el espacio H .

Diremos que el esquema de diferencias (8) es estable, si
existe una constante M > 0 (y dicha constante no depende
de & ni del modo de elegir p,) tal que para la solucién y,
de la ecuacién (8) tiene lugar la estimacion

1wl <M 1l sy ©

con todo h suficientemente pequeno: |h |<C A,.
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El esquema de diferencias (8) se denomina correcto (co-
rrectamente planteado), si la soluciébn de la ecuacién (8)
existe y es iinica, cualesguiera que sean los datos de entrada
de @, € Hy, ¥y si el esquema de diferencias es estable, es
decir, queda cumplida la desigualdad (9).

La estabilidad del esquema significa una dependencia
continua de la solucién y, de los datos de entrada, con la
particularidad de que dicha dependencia continua es unil'ol.h
me raspecto de h, Si y » €8 una solu(:ién de la ecuacién A w AT

'h. entonces A (yn — ys) = q:,\ — @ en virtud de
la linealidad de A4 ,; en este caso, de (9) proviene

0 on— ¥ lltp) <M 1l @a— @ lliay- (10)

A la variacién pequefia de los datos de entrada le correspon-
de la variacién pequefia de la solucidn.

Si el esquema (8) es resoluble, existe un operador in-
verso A’ y

n=A4ion Nualap<t AU llae (1)

donde |) A;* || = 4" lls,~1,) ©s_la norma del operador A3'
La estabilidad es un testimonio de que el operador in-
verso estd acotado uniformemente respecto de h

I 4RYll<M. (12)

El esquema es inestable si no existe tal constante M
(no dependiente de k) que supere |JA3'|, es decir, |A3MI
crece indefinidamente cuando [k |— 0.

Puede suceder que en lugar de la condmn'sn de contorno de
la: primera especie uw = p para z € I' viene prefijada la
condicién

lu = p(z), z€T, (13)
donde 1 es cierto operador diferencial lineal, por ejemplo,
luy=u —ou, 0 >0, o bien lu = u' para z =0 6 para
z = 1. Entonces, en vez del problema (3), (4) tenemos el
siguiente

Lu=f(z), z€G lu=p(z), zel. (14)
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El esquema de diferencias correspondiente tendrd

Lwyn = @ para z € oy, Lyyp = pa para z €ya (15)
donde I, es un operador de diferencias lineal que aproxima
el operador L. Puede ocurrir, ademis, que @, y p han de
sor estimadas en las normas diferentes ||@alls, lEallay)-

El esquema (15) es estable si para su solucion y, queda
vélida la estimacién

Iy allayy < My li@a lkap+ Ma ltn llsy, (16)

donde M; > 0, M, > 0 son unas constantes que no depen-
den ni de A ni del modo de elegir los datos de entrade @, ¥ pia-

Se ha de notar que el esquema de diferencias (15) también
puede ser escrito en la forma operacional Ay, = @, sin
embargo, en este zaso, ||-|ks, en (9) ¥ (16) pueden diferir,
al igual que los propios miembros segundos (lo que ya estd
claro para el primer problema de contorno).

4. Ejemplo de un esquema estable. A titulo de ejemplo
de un esquema estable analicemos el siguiente problema de
contorno en diferencias

ya'l__sz_"';'I""_m=—q;" i=1, 2, ...,N—1,

V=0, yn=0, AN=1. (17)

Siguiendo las indicaciones del § 4, cap. I, definamos el ope-
rador A,. Sea H, un espacio de funciones reticulares defi-
nidas en los nodos interiores (i = 1, 2, ..., N — 1) de la
red. Tomemos y € H ), (el indice  de y; (z) queda por ahora

omitido) y una funcién Yo = g" ~ = 0. Entonces, el opera-
dor A, se determina con ayuda de la identidad
(A= —be p  $=1, 2, ..., N—1,
y en lugar de (17) se obtiene una ecuacién operacional
Apyn = @n (18)
En el espacio H, introducimos el producto escalar

N-1
(v, v)= E' Y h.
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El operador A, en H, es autoconjugado y definido
positivo y

SE Ay<< AE, o bien 8 ||y IP<(Awy, <A lly I
para todo y € H,, (19)

donde 8 y A son los valores propios minimo y méximo, res-
pectivamente, del operador A:
4 h 4 h
8=jrsentTr,  A=| All=q5cost 5. (20)
El operador inverso Aj' es autoconjugado si A, = A}. En
el § 4, cap I, se ha mostrado que las desigualdades (19) son
equivalentes a las desigualdades operacionales

T E<A< B, 4=+ (21)

De aqui se deducen la acotacién uniforme de la norma del
operador inverso Aj': |47 || << 1/8 < 1/8 y la estimacién
aprioristica

N ll< 5 Nlonll<—glioall, (22)

que es indicio de estabilidad del esquema (18). Esta estima-
cién puede obtenerse por el método de desigualdades energéti-
cas, sin recurrir a la estimacién de los valores propios
Ay (A3Y). En efecto, multipliquemos la ecuacién A pyy = @y
escalarmente por yu: (A w¥n, ¥n) = @n, ¥») ¥ aprovechemos
las femgualdnﬂes (Pn w<ll@allllynll llyal’<
< T{A w¥ny Wa); entonces obtendremos la desigualdad

S 1l yn IP< Il pnll Il ya |, de donde se deduce precisamente
la estimacién (22).
El esquema (17) es estable también en la norma || y |l¢:

1 i
Nunle<5 Nonllc: N¥lle=N¥llc,= mix |y. (23)
0<i<N
Esto proviene de la estimacién de la solucion del problema

de controrno en diferencia tripuntual, obtenido en el p.3
del § 5, cap. I. En el caso dado la estimacién tiene por
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expresion
N=1 . N
Nonlle< 3 23 bignl<llolle S zh< 5l oalic,
=y h={ =
puesto que
N N
2 z,h=h? Z §= N——}——{”—n h,=l;2* <%
=] =i

5. Ejemplo de un esquema no correcto. Sea dado un es-
quema
Awyn = @a

y || Ay || oo cuando |k |— 0. Veamos un problema in-
verso: determinar el segundo miembro ¢, por la solucién
conocida y,:

Bagn = Yn, By = Ay
El problema no es correctamente planteado, puesto que
NBi || = (A5")* || = || A4 || oo cuando |h | —0.

Esto significa que para cualquier constante M que no depen-
de de h puede indicarse tal h, que || B;'[|> M cuando

| h |<< | hyl- Sea :ﬁh la solucién de la ecuacién B, = Vi
y sea @, la solucién de la ecuaciéon Bpg, = y,, entonces

en — @n I I BRI yn — wa Il
Si, en cambio,
Il Bi* | < M || para | h|> hy,
de modo que se verifica la desigualdad
lon—@n 1< M I Yn —wa ll
diremos que el esquema es casi estable. {Se podra aplicar este

esquema para determinar ¢, con la exaclitud requerida e,
si y, viene prefijada con cierta exactitud e,:

lyn — ya 1< e?
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De la desigualdad [l @y — oa II<< || B3 || 1 4n — ya Il se
desprende que la solucién del problema B,p, = y, se de-
termina con la exactitud || Bj' || e,. Supongamos que se pide

hallar @, con la exactitud e > 0, de suerte que || :‘;a —
— @n /< €; esto es posible bajo la condicién

I Bt ll-8o < e.

De aqui determinamos el paso admisible h = h,, es decir, k,.
Expliquemos esto con el problema concreto (17). Para
dicho problema tenemos

4 nh 4
I Ball =11 Ay || = A= cos Bt < |

y la condicién || Bi' || e, = Aegy<< & queda cumplida si
4e,/h*< e, o bien

h=hy=2V egle.

De aqui se ve que la precisién con la que se dan los datos
de entrada e, ha de ser més alta gue la exactitud & con la
que se determina la solucién.

Por ejemplo, sean prefijados el error del segundo miem-
bro e, = 10-% y la exactitud requerida e = 10-%. Entonces,
hy = 2:10-* = 1/50, es decir, la exactitud e = 10-* puede
obtenerse s6lo sobre una red de paso h>> 1/50. Si en cambio,

por ejemplo, e, = -}.- 104, e = 10, entonces b, = 1 y la

exactitud e = 10-* no se conseguird en ninguna red para
tal precisién de prefijar los datos de entrada.

6. Aproximacién y convergenica. Al resolver el proble-
ma (14) por el método de diferencias se debe saber con qué
exactitud la resolucién del problema de diferencias aproxima
la solucién del problema inicial. Con el fin de estimar el
error obtenidé al sustituir (14) por el esquema de difrenci-
as (15), es necesario comparar las soluciones de estos proble-
mas. La comparacién se realizari en el espacio H, de fun-
ciones reticulares. Denotemos con u, (z) los valores de las
funciones u (z) (soluciones exactas del problema (14)) sobre
la red ©y: u, € Hy. Veamos un error

Iy = Unh — Uy,
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donde y, es la solucién del problema (15). Al sustitutir y, =

= 2, + uy en (15) y al tomar u = u (z) por la funcién pre-

fijada, obtendremos para g, un problema de diferencias
Ligh =v5 z€opn IEy=vy TEyn (24

donde Y, = @, — Luy, se denomina error de aproximacién
ﬁara la ecuacién Ly, = @n en la solucién u = u (z) de

ecuacién Lu = f (z) (residuo para el esquema de diferencias
en la solucién); v, = pp — Lty recibe el nombre de error de
aproximacién para la condicién de contorno de dilerencias
Iy = pa en la solucién del problema (14).

Diremos que:

el esquema de diferencias (15) converge, si

Il 25 Nyp— O para |k j—0;

el esquema de diferencias (15) tiene ezactitud de m-ésimo
orden o converge con la velocidad O (|h |™ ), si

llzn ey = yn — ua =M R

Il zn ||n‘1 =0 (k™ m >0,

donde M = 0 es una constante no dependiente de h.
El esquema de diferencias (15) tiene el m-ésimo orden de
aprozimacién en la solucidn, si

leallam =0 k1™, I Vallsy =0 (12", m=>0.
(25)

La estimacién de los residuos ¢, y v, se realiza bajo el
supuesto de que la soluciéon del problema inicial existe
y tiene tantas derivadas cuanto es necesario al obtener el
m-ésimo orden de aproximacibn.

Demos a conocer dos ejemplos de estimar .

erempLos. 1. Hay un problema

Lhy=.—y;x=(p(1). I#I’:k, 1él‘-€_N—‘l-
Yo = Un =10, (26)
Lu=—u" =[f{(z), 0<z<i, u() =u(l)=0.
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En este caso las condiciones de contorno se satisfacen con
toda la exactutud, v, = 0 (el indice h de ¢ (z), u (z) por
ahora queda omitido) y

Yh=9—Lyu=g+u;, =g+ (u* + g-htuly +0(h'l)=

= (@+u") +4z Ul +0 (W) =9—f+0 (W),

puesto que u” = — f(z). De aqui se ve que |ppullc = O (h?),
si ponemos @ = f, o bien ¢ = f + O?k)

En el p. 1 fue estimado el error ¢ = L,v, — (Lv), para
una funcién arbitraria. En la estimacién del error z, =
= Yy, — uy se une el residuo ¢, que caracteriza el error de
aproximacién del operador Lu — f mediante el operador
Lyuy — @, en la solucién u = u (z) del problema inicial.
Al tomar en consideracién que f — Lu = 0, representemos
Yr = @p — Lyuy, en la forma
Yr = (pn — Lpup) — (f — Lu)p=

= (pa — fa) — (Laup — (Lu)p) = b3 + ",
donde Yy’ = — (Lpup — (Lu)p), $a¥ = @n — fas pa" es el
error de aproximacién de L por el operador L, en la solucién

u = u (z)del problema (6), )"’ es el error de aproximacién del
segundo miembro de la ecuacién. La exigencia || Y4 |l =
=0 (|h|™) se cumple, evidentemente, si [P’ lis,) =
=0 (k™ ¥ llayy = O (I5 I™). No obstante, estas
condiciones no son necesarias para la estimacién de
lh llsyy = O (1A |™), lo que atestigua el siguiente ejem-
lo.

d 2. Primer problema de contorno (6). Calculemos

— i = g, — " = 7 BtV + O (k) = O (3).

Sea = j’-i,--é-h*f-.esdeeir.cp f=0 (h?). De aqui se ve

que Py’ = O (h*) y ¢’ = O (h*), sin embargo, el esquema
tiene el cuarto orden de aproximacién, puesto que

P +¢-v__q,_;+:—;u“’+0(h‘} =
= 17 s u) +0 (W) =47 (1" +ul¥)+0 (),
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Y = O (hY), dado que ulV + [ (z) =0 en virtud de la
ecuacién u” + f (z) = 0.

7. Relacién de la estabilidad y aproximacién con la con-
v cia. Examinemos un uema de diferencia lineal
(15). Si el esquema es estable y aproxima el problema
inicial, ser convergente (se dice corrientemente: «de la
estabilidad y aproximacién proviene la convergencia del
esquemas). En efecto, para el error z, = yn — uy obtene-
mos, en virtud de lalinealidad de L, y I,, el problema (24)
que es anélogo al problema (15) para y,. Por eso, si el esque-
ma (15) es estable, es decir, si es justa la estimacién (16),
entonces para z, serd vélida la estimacién

128 Ny << My 1l 0n lliayy + Mo 1l va lliay- (27
De aqui se deduce que
za llay = lyn — wallgy = o (k™).

siempre que
1n ks = O (1R 1™, va llayy = O (1RI™).

De este modo, el estudio de la convergencia y del orden
de exactitud de los esquemas de diferencias se reduce al es-
tudio del error de aproximacién y de la estabilidad, es decir,
a la obtencién de las estimaciones aprioristicas (16).

esempro. Para el esquema de diferencias (17) (y;, , =
= —9g,i=1,2,...N—1,y4,=0,yy = 0) se ha obte-
nido anteriormente la estimacién (23). El error de aproxi-
macién es evidentemente, |[¥, lc, = O (h?) para ¢; = fi.

]
9 llc, = O (h*) para @ = fi + 551z Por cuanto s, =
= — 4y, para i=1,2 ..., N—1,2,=0 25=0,
entonces para z serd también vélida la estimacion || 2 |lc <
< 5 119 llc, de donde se desprende || ¥y — uy Il ¢ = O (&™),

donde m = 2 para ¢ =f, m = 4 para ¢p=!+g!;x.

Con ello se da por terminado el estudio del esquema (26)
(el estudio del esquema (26)se ha ilustrado, de hecho, con los
tres Giltimos ejemplos). Todo lo expuesto mds arriba sirve de
ejemplo tipico de como serealiza el estudio de los esquemas
de diferencias,
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§ 2. Esquemas de diferencias homogéneos
tripuntuales

1. Problema de partida. Consideremos el primer problema
de contorno para una ecuacién diferencial ordinaria de se-
gundo orden:

Lu=% (k(z):'—")—q(z)u-s —f(z), 0<z<1,

k(z)=¢>0, q(z)=0, u(0)=p,, u(l)=p,.

Una ecuacién de este tipo describe la distribucién estaciona-
ria de temperatura, es decir, una distribucién que no varfa
en tiempo (ecuacién estacionaria de conductibilidad térmi-
ca), o bien la distribucién de concentracién (ecuacién de
difusién). Si u = u (z) es la temperatura, entonces W (z) =

=—k (z}::—“ es un flujo térmico (k (z) es el coeficiente

de conductibilidad térmica).

El problema (1) tiene una solucién tnica, si k (z), ¢ (z),
f (z) son funciones continuas a trozos. Si k (z) tiene una dis-
continuidad de primera especie en el punto z = §, de modo
que [k] = k (¢ + 0) — % (§ — 0) 5= 0, en dicho punto deben
ser continuos tanto la temperatura u como el flujo térmi-
co —(ku'):

[l =0, [ku']=0 para z=E.

Son posibles también otras condiciones de contorno para
z2=0,z=1:ku' = ou — p, paraz =0, —ku' = ou —
ky para z = 1. Si o, > 0, entonces la citada condicién
es de tercera especie; cuando o, = 0, tenemos la condicién
de segunda especie (ku’ = — p, para z = 0). Son posibles
combinaciones de diferentes condiciones paraz = 0yz = 1

uemas de diferencias tripuntuales. Introduzcamos
en el segmento 0<< << 1 una red uniforme w, = {z, =
=ih, i=0,1, ..., N} de paso h = 1/N y elijamos un
molde tripuntual (z;—, Z;, Z;4,), en el cual escribiremos el
esquema de diferencias que aproxima el problema (1). Cual-
quier ecuacién en diferencias en este molde tendrd por
expresion

0

biyivy — ey + awi., = — kg, (2)
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donde a;, by, ¢; son los coeficientes dependientes de k (z),
g (z) y h. Estos coeficientes son, por ahora, desconocidos.
Escribamos (2) de otra forma:

% (b, Irm;‘ll S h:;l-: )'—dlh =y, ®3)
d' = (q-—dl—bl).”l’.

Diremos que un esquema de diferencias es homogéneo, si sus
coeficientes en todos los nodos de la red para cualesquiera
coeficientes de la ecuacién diferencial se calculan segiin unas
mismas férmulas. Asf, por ejemplo, si introducimos las fun-
cionales A [k (s)), B lk(s)], D lk(s)l, F(f(s)), definidas
para cualesquiera funciones continuas a trozos sobre el
segmento —1<C s<C1, y calculamos los coeficientes del
esquema (3) por las férmulas

a; = A lk (z; + sh)], b = B lk (z; + sh)],
@, = DIk (z, 4 i), @ = FIf (zc + sh), & (s) = k (z+
+ sh),

entonces tal esquema serd homogéneo. He aqui las funcio-
nales méas simples

Alk(s)] =k (—0,5), a;=ki—y2 =k (z,—0,5k),
F(f(s))=1(0), @1=fi=1(z1), etc.

Si un esquema es homogéneo, resulta mis comodo servirse
del sistema de designaciones sin indices:

A.=—:,-(byx*ay;}—dy= -0 T €Wy,

¥ (0)=py, y()=pa (4
donde
a=a(z), b=b(z), y=ylx) z=1ih¢€ v,
yz= (@ + k) —y @k, yz= (@ —yl—k)h

Para que el problema_(4) sea resoluble, es suficiente que sea
a=>0,b=>0,d=0,"y en este caso la solucién puede ser de-
terminada por el método de faclorizacién (véase el cap. I,

§ 3)-
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3. Condiciones de aproximacién. Calculemos el error de
aproximacién del esquema (4):

Y=(Av+@)—(Lv+f)=(Av—Lv)+(p—f) =
= [ @oa—av) — (') ] —(@— ) o+ (9=,

donde v (z) es una funcién arbitraria suficientemente suave;
k, g, f cuentan con un nimero de derivadas necesarias en el
transcurso de la exposicién. Hegamos uso de la férmula de

Taylor:
v (z & h) = (2) = o' (2) + - 0" (2) = 20" () + O (W)

y hallemos
vy B e WY
V=V + 5V 5V + O (h?),
1
u;=u'—-—;—v'+ hT"”"O("")’

Sustituyamos estas expresiones para vy, y vz en la formula
para ¥§:

b= (4 b—a)—k) v + (L2 — k) o+

+AO=9) e (d—g)o +(9— 1)+ O ().

De aqui se ve que el esquema tiene el segundo orden de
aproximacién si quedan cumplidas las condiciones

2ot _k@rom), LEi—k@)+om),

d=g(z)+0(h?), o=[(z)+0(**). (5)
En este caso y = O (h?).
El esquema (4) con los coeficientes
b=k ai=kicyp, di=q, @=f,

e ki+ ZkH_ l,f2+ ki

b= 4 sy aq=ki_ippn di—q @ =fn
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satisface las condiciones (5) del segundo orden de aproxima-
cién, mientras que el esquema con los coeficientes

ki+k
bl=kl+p a,= 1+ kien
no satisface ni siquiera la condicién del primer orden de
aproximacion, puesto que

L by—a)—k=0(1).

§ 3. Esquemas de diferencias conservativos

1. Esquemas conservativos homogéneos. En el § 4, cap. |
fue establecido que la condicién necesaria y suficiente para
que un operador de diferencias Ay sea autoconjugado (la
matriz sea simétrica) consiste en que b, = a,4+,. En este
caso el problema (2) del § 2 adquiere la forma

1 — — Vi
Ay:T[B“" h"—’. Y __ g, M hh ‘]--d,y|= —%n
i=1,2 .., N—1, ygo=py yn=t 1)
La ecuacién
. ll'm’l—ln —a m—;lh-: — hdy; = — hg, (2)

es un analogo reticular de la ecuacién de balance del calor
sobre el intervalo (z_,,4, 7)4,3):
Fi41/2 Ti4+1/2
Wipa—Wi-y2— qudz: — f{z} dz, w=ku',
Xi-4/2 12
(que se obtiene integrando la ecuaci6n (1) del § 2 a lo largo
del segmento z;_, , << < Z;4,,, ¥ lleva el nombre de es-
quema conservativo, es decir, esquema para el cual se cum-
plen losanélogosde diferencias delasleyes fisicas de conser-
vacion.

Elrequisito b, = a, ;, para un esquema homogéneo signifi-
ca_que Blk(z+sh)l = A lk (= + (s + 1)/kl, o bien,
Bk (s)) = A lk (s + 1)] para cualesquiera funciones con-
tinuas a trozos k (s) en el segmento [—1, 1]. Esto es posi-
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blesélo cuando la funcional 4 [k (s)] no depende de los valo-
res de k (s) para 0<Cs<<1, y B [k (s)] no depende de los
valores de k (s) para —1<<s<< 0, de modo que a (z) =
= Alk(z + sh)] para —4 < s<< 0. El coeficiente a (z) del
esquema conservativo depende sblo de los valores de k (z)
en el segmento [z — h, z]. Las condiciones del segundo
orden de aproximacién (5) del § 2 toman, para el esquema
conservativo (2), la forma siguiente

SEER=2E —k @)+ 0 ().
a(s a(s 3)
Mgk(‘g’+0(},:}'
d(x)=q(x)+0*), e(@=/=)+0M). (4
De aquf, en particular, proviene que
a (z) =k (2) —'/shk’ (z) + O (h*) =k (z—*/3h) + O (h3).

Escribamos el esquema conservativo (2) utilizando las de-
signaciones sin indices:

(ay)e—d(z) y= — (),

z=th€w, yO0)=p, y(1)=pm. (5)
Exigiremos que se cumplan también las condiciones
az=e¢ >0, d=>0. (6)

En la prictica se deben emplear las férmulas sencillas
para a, d y @, por ejemplo, a; = ki_,,5, 4, = @, 91 = [i-
Si la discontinuidad de la funcién k (z) se halla dentro
del nodo z = z; de la red, calculemos los coeficientes del

esquema homogéneo:
ay=ki_ya o bien a;="1;(k(z)y+0)+k(z,—0)),
di="Y3(g(zi—0)+g(z;+0)), @="1/3(f(z,—0)+
+f(z,+0)).
En este caso las condiciones (3) se cumplen en todo punto,
mientras que las condiciones (4) se sustituyen por las condi-
ciones
dy—1Y3(qi0+ Qu40) = O (B3), Q=2 (fig+ fiao) = O (B3).
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Demos a conocer los ejemplos de un esquema cuyos coefi-
cientes se calculan por integracién en los intervalos de la
red:

(4 | o)~ (] )

=Y

£i41/2 12
¢l=% 5 f(z)dz= f f (z, +sh) ds,
.2 -1/2
Tiy1/2 1/2
=+ | e@az= f ¢ (5 +sh) ds.
Zy_1/2 -1/2

Es evidente, pues, que las condiciones (3), (4) se cumplen.

2. Erxror de aproximacién. Veamos un esquema conserva-
tivo de segundo orden de la aproximacién. Sea u = u(z) la
solucién exacta del problema

Lu = (ku') —gq(zlu=—f(z), O0<z<{,
u@ =p, v(l)=ps (6
y sea y; = ¥ (z;) la solucién del problema de contorno en di-

ferencias (5). Analicemos el error del esquema, es decir,
una funcién reticular

3(z) =y (z) —u(2) Z€wn
Al sustituir y (z) = 2z (z) = u (z) en la ecuacién (5) y al

suponer que u (z) es la funcién dada, obtendremos para el
error z (z) un problema

Az = (azg)r —dz = — P (z), z€ 0y,
2(00=0, s(1) =0, a=c,>0, d=0, (§)
donde ¥y (z) = Au + @ (z) = (auz)e —du + @ es el resi-

duo del esquema (5) en la solucién u = u (z) del problema
diferencial de partida.



178 Cap. IV. Métodos de diferenclas de la resolucién

Teniendo presente que Lu + f = 0, escribamos
v=(Au+q)—(Lu+f)=(Av—Lu) + (o — ) =
= l(auz)x — (k)] — (@ — @) u + (@ — ).
Por hipétesis, el esquema (5) satisface las condiciones del

segundo orden de la aproximacion. Esto significa que ¢ =
=0 k%), si k€C®, g, f€C?, ugC®, y, por lo tanto,

eIl c =0 (.

Con estas suposiciones el esquema tiene el segundo orden
de exactitud.

No obstante, el mismo orden de exactitud tiene lugar
también para las exigencias més débiles respecto a la sua-
vidad:

k(z), g), f()eC®, ugl®. (7

LemMa. Si se cumplen las condiciones (7), queda licita la
férmula

(ku’) — (k') _ P
= Mush i-12 = (ku');+ O (h%), (8)

donde u = u (z) es la solucibn de la ecuacién (6).
DEMOSTRACION. Hagamos uso de la férmula de Taylor:

l * h’ - h‘ e
Vigsp=v £ - i vi+ 5 vl (T =+ Oh),
0<o<t, % Vit yz—vi-12) =vi+ 0 (h).

Sustituyendo aqui v = ku’ y teniendo en cuenta que (ku')"=
= (qu — f)', (ku')’" = (qu — f)", obtenemos la férmula (8).

En virtud del lema, el error de aproximacién { puede
ser representado en la forma

Yi=ne 1+ 95 m=(oug),—(u')i_yz, $i=0(h?)

bajo las condiciones (7).
Ahora, teniendo presente que

ay=ki_yn+0(h*) para k(z)eC®,

up = % =(u')i—12+ O (h*) para ugCW,
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obtenemos v,=0(h?. Efectivamente, u;=u;_ 42+
+ Hahui_ g2 + Hsh*ui_ 12 + O (hY).
i v i -
Uy =W~y — 5 Wtioyp+ g Pui_ s+ O (%),
"’;‘ '=u;_1ﬂ+0(h’),
ajug = (ki-1/2+ O (h%) (8i-1/2+ O () =(ku')i-1/2+0 (h?),
N =0 (h?).
M4s abajo se obtendrd la estimacién aprioristica [| z [l
directamente en términos de n y ¢*.
3. Estimaciones aprioristicas. Pasemos a la estimacién
del error z en términos de }. Recordemos, ante todo, la es-

timacién obtenida enel § 5 del cap. I con ayuda del método
de factorizacibn:

L N-1 i
Nslle<<7- 3 52 hlval,
fmmf{  Remi

de donde se infiere

4
Il = ||c€r‘|| Yllc-
Mostremos que para la solucién del problema

(az2)x —dz = —py, zT€@, 2(0)=2z(1)=0,
azc >0, d=0

es vilida la estimacién

I2lle< (4 Inll, ®

N
donde se designa (y, v1-=|21 yiwih.

Representemos z en forma de una suma z = w + v,
donde w y v son las soluciones de los problemas
(@3) = — py z€0p W (0) = w (1) = 0;

Av = (avg); —dv = —dw, z€wy v(0)=v(d)=0



180 Cap. IV. Métodos de diferenclas de la resolucién

La funcién w se hallaré en la forma explicita, para estimar v
se hard uso del principio del maximo. De la ecuacién

(awg + p)e =0, (awg)yyy = pyyy = (aw), + 1y

se deduce que aw; + p = const = ¢,. Realicemos las trans-
formaciones evidentes:

i i
- h
W|=Wt-1+{j-;':ih— £ ‘oz ;;-—*2 LR h g,

ayg
A=y LT

LA
0=“’N=%2 K‘—z 'E:-h;
=1

h=i
N N 5
co=3 Ean[3 o
=1 B

Al introducir la designaci6n

i N
h h
= ‘—./2 o 0<a<i,
ey Jemar
encontramos
w £
w=a, 3 A5
Rt =1
De aqui proviene

i N
oyl =|—(—a) 2 Erpa 3 <

ag
b= Do i
S b L) S Bligl o Kl
St—a) 3 2l 4o, 5 2l 5 bl
=i hmeid A=

Ahora nos queda tomar en consideracién que ay=>¢; = 0
y obtenemos i

N
Nelle<7- 2 hlpsl=-- (1, [nl). (10)
he=1
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Con el fin de estimar v hagamos use del teorema 4 del § 5

del cap. I:
lelle<<llw |l c. (11)
Al reunir las desigualdades (10 y (11), tenemos

zlle=llet+vlle<2|lw Ileé-z—(i, Il

es decir, queda demostrada la estimacién (9).
Volvamos ahora al problema (6'), donde ¥ = - + $*.
Representemos en la forma

i=-1
Y=pz donde py=m+ EI hps, (12)

y hagamos uso de la estimaci6én (9). Entonces, para la solu-
cién del problema (6') obtendremos las siguientes estimacio-
nes aprioristicas:

N -1
Nzlle<-= {1, i+ 34| 3 |},
T (13)

Iz lle<— (4, I+ (1 1*1).

Queda probar que tiene lugar la férmula (12). En efecto,
i-1

al designar py= 2, h\}, vemos que p.— py = hpt, es decir,
A=t

Vi=Px1 ¥ P =1+ px=Wy donde p,=rn+p;.
4. Convergencia y exactitud del esquema de diferencias.

Pasemos a estimar la exactitud de un esquema de diferencias.
Suponiendo que

k(z), g(z), f(2)€C®, u(z)€eCW,
obtenemos 1 (z) = O (k?), $* = O (h*). Ahora resta por uti-
lizar la estimacién aprioristica (13), la que podria ser sus-
tituida por una estimacién mds aproximada

Nzlle<— (Nnllc+1$* llo)-

De aqui se desprende que el esquema (5) converge unifor-
memente con el segundo orden, es decir, ||z |lc = ||y —
u ||c << Mh?, si se cumplen las condiciones (7).
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Resulta miés dificil demostrar la convergencia del esque-
ma en la clase de coeficientes discontinuos k (z), ¢ (z),
f (z). Para simplificar, analicemos un caso en que k (z) tie-
ne la discontinuidad de primera especie en un punto, mien-
tras que g (z) y f (z) son continuas y pertenecen ambas a la
clase C™,

Denotemos con Q™ [a, b] un conjunto de funciones con-
tinuas a trozos que estdn definidas en el segmento [a, b]
¥ tienen en [a, b] k derivadas continuas a trozos.

Asf pues, sea k (z) € O™, g (z), f (z) € C® y k (z) tiene
discontinuidad de primera especie en el punto E del segmen-
to [z,, z,4,], de modo que § = z, + Ok, 0<< 0<< 1. Para
z = se cumplen las condiciones de conjugacién

- = uy, (ku')- = (ku')y = w,,
donde
vy =v(E+0), v-=v(E—0).
Entonces n, = O (h*) para i 3= n + 1, P} = O (h*) para todo
i=12 ....N—1, Mn+1 = Gniylhxn — (K16 )n 479 Sus-
tituyendo aqui
Upsy = u (§) + (1 — 6) hul + O (h*),
u, = u (§) — Bhul + O (%),
Uy, n = (Unsy—Up)/h=0ul+(1—0)u;+ 0 (k)=
e ku
=08 -0 8 Lom=
1] i—0
= (o +5) +om,
(kt')p sy = (ku'). + O (h) = wy + O (h) para 8 > 1/,,
(k') 4472 = (ku') s + O (B) = w, + O (k) para 8 < Y/,,
obtenemos

Tin+y =Wy [“nﬂ (_*_B-_ +l*;’0) - 1] +0 (h),

es decir, 1,44 = O (1) para cualquier esquema y sblo para
un esquema con coeficiente

bt | AT
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teremos 1,4, = O (k). En efecto,

t 40 as, 1 T'as 0, 18
.——Tih—,,-}-—r's 77 e +0 (h),

es decir, @nsy (%+%) =1+0(h), y, por consiguiente,
Nnss=0 (k). En el segundo miembro de la desigualdad (13)
figura la magnitud

N
(4, Inll= 2 Byl +hinasl
], {nbm1

Con esto queda demostrado el teorema siguiente.

TEOREMA. En la clase de coeficientes discontinuos k (z) €
€@, q(z), f(z)cC® cualquter esquema de diferencias
homogéneo (5) de segundo orden de la aprozimacién tiene el
primer orden de ezactitud, mientras que el esquema con coefi-

ciente a; = a, tiene el segundo orden de ezactitud.

§ 4. Esquemas homogéneos sobre las redes
no uniformes

1.Esquema conservativo en una red no uniforme. Elije-
mos en el segmento 0 < r << 1 una red arbitraria no uni-
forme

op={zs, i=0, 1, ..., N, zZyg=0, zy=1}.

Para obtener un esquema conservativo tripuntual en la red
no uniforme, escribamos una ecuacién de balance en el
segmento [@i_ye, Z¢ + 1alt
=14 4/3 Ei+172
Wipiz — Wi-1p — qudzr= — ‘ f () dz, w=ku'"
=_172 =y

Dicha ecuacién se anota igual tanto para una red uniforme
como para una no uniforme. Nos queda aproximar las inte-
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grales y derivadas que intervienen en laecuacién de balance:

My—
Wi-y2= (’ﬂf-')l— 1y~ a; '——l—‘s hy=z,—z_y,

‘l+‘lf2 Tit+1/2
s f(z)dz ~ @;hy, j qudz ~ duhy,
E-1y2 Xi-1/2

Ry =g (hy+hag),
2

donde d; y ¢, son unas funciones reticulares. Como resultado,
se obtiene un esquema de diferencias

1 Yier—Wi Vi—Vi-y -
Tl‘[ﬂul P —a; ry ]“—dilh—-"‘l’n

i=1,2, ..., N—1, Yo=Pi» Un=l;- (1)

Para determinar d; y ¢, usaremos las f6rmulas més sencillas
o =fnd=qni=1, 2 ... N —1. El coeficiente q,,
se determina por los valores k(z) en el intervalo (z,_,, z),
a consecuencia de lo cual puede tomarse igual al que figura
sobre la red uniforme, de modo que a; = k;_y, 4 O(h)
para k (z) € C®,

2. Error de aproximacién. Introduzcamos las designacio-
nes

= Vi—=Vi _ Vi —n _ Vii—W
¥ = 5 v W= = S TR y;_ e e

y escribamos el esquema de diferencias en la forma

(@y); —dy = — @, 2 =2, € 0p, Yo = Py, Uy = Py (1)

Ai suponer 2 = y — u, obtendremos para z la ecuacién
(az), —dz = — 9, ZE @y 3,=15=0, 2

donde
v=Au+o¢= (), —du+g (3)

es el residuo para el esquema (1) en la solucién u = u (z).
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LEMA 1. Si gu € C®, f € C (*), entonces para el error de
aprozimacién P es vilida la férmula

Y= Na -+ P*, (4)

donde n, = (auz); — (ku')ioyss — k1 (qu — N8, v =0 (B*)

para @, = fi, di = q,.
Hagamos uso de la indentidad del p. 1, escribiéndola en la
la forma
p 2{41/2
Oemin; - _‘ (qu—f) dz, w,=(ku')i-1p2.
=12

Sustrayeinos esta identidad de la igualdad (3):
; 24172
v=1(au), — (k)i o) — @+ o+ | (u—pdz.

12
5)

La integral que figura en el segundo miembro se repre-
sentard en forma de una suma de dos integrales: de z;_,/,
a z; y de x;a x4, al desarrollar después la funcién subin-

legral? = gu — [ en el entorno del nodo r = z;, hallaremos
i+1/2 y .
| T@az=-{ | fi+@—z)Tadz+om+
xji-1/2 =i-1/2
Xi+1/2 N
+ | i+ a@—zfidroni)}=

y

=fi+ giy (Bl —AD Ti+-0 (D),

puesto que A}+Al,y<<(2h)%. La sustitucién hifi=
=hlisfisr+ O (hisg) nos da

Ti+if2
+ | T@dz=Ti+@F), +om.
i-1y2
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Sustituyendo esta expresién con f = qu — f en (5), llegamos
a la féormula (4).

Para estimar 7, segin el orden veamos la diferencia
(auz); — (ku')iy, 8 condiciébn de que k € C, u € C®.
Empleando la suposicién a; = k;_,/y + O (h}) y las férmu-
las u = Uiayy + Riuly/2 + M"'l-gs"a + 0 (W), wy =
= Uiy — Rty py/2 + Bluiy/8 + O (B}, uzy = (w —
uig)hy = u,_yyy + O (h]), obtenemos
(auz); — (ku')ioyss =

= (kicazs + O (B))(wieys + O (A]) — (ku')iyps = O (RY).
De este modo, es vélida la estimacién
N = O (k) para (k (z), g (=), | (=) € C™, u (z) € CO.

OBSERVACION. Se suponfa que d; y ¢, se determinan segiin
las formulas més sencillas: d; = g,, ¢, = f,. Si, en cambio,
se emplean las férmulas més complejas, por ejemplo

"lh-.n"l-’l”;f(“n *i+1/2
gy N E f(z) dz,
=12
entonces la funcién reticular $§ = O (v]) — (d; — q,) uy +
+ (p; — fi) puede ser representada en la forma P =
= pz, +$i*, donde ¢I* =0 ), p, = O (M) yn, enla
férmula (4) se sustituye por la suma n, + p,:
Y= (p +m)i +P**, (4"
pi=0(h) n=0(h), i*=0(n)
pll‘l k, q, !Ecﬂ:' I'JEC“'.

3. Estimacién de la velocidad de convergencia. Para ol

problema (2)-(4) es vélida la siguiente estimacién aprioristica

Ielle<o{(t 1011+, 19* 11}, (®)

P

N
donde (y, v)]= 2 ywh,. Si se cumplen las condiciones
Lt
(7) del § 3, entonces n, =0 (h}), ;=0 (M}).
Al sustituir n; y ¢ en (6), nos convencemos de que es
veridico el siguiente teorema.



§ 4. Esquemas sobre las redes no uniformes 187

TEOREMA. En la clase de coeficientes suaves k, q, f € C®
todo esquema de la forma (1) mantiene el segundo orden de
ezactitud en una sucesién arbitraria de las redes no uniformes.

Al tomar en consideracién la observacion del p. 2, pode-
mos representar Pj en la forma ¢§ = px, + Pi*, donde
pr = O (hY]), ¥1* = O (K]). Entonces, en lugar de (6) queda
vélida la estimacién

Nele<Z {1, In+pl)+ (L 1911k

el teorema sobre el segundo orden de exactitud sobre una red
no uniforme queda en vigor.

Si el coeficiente k (z) tiene discontinuidades de primera
especie en un nimero finito de puntos, siempre podemos ele-

gir tal red no uniforme @, (k) que los puntos de disconti-
nuidad sean los nodos de dicha red. En tal caso cualguier
esquema tendrd el segundo orden de exactitud.

Asi pues, cualquier esquema homogéneo de segundo or-
den de aproximacién (Y = O (h?)) sobre una red no uniforme
y en la clase de coeficientes suaves tiene el segundo orden de
exactitud con la eleccién especial de las redes no uniformes

wy, (k) en la clase de coeficientes discontinuos.

4. Esquema exacto. Para el problema (1) del § 2 podemos
construir un esquema tripuntual exacto cuya solucién en los
nodos de una red arbitraria coincide con la solucién exacta
u = u (z) del problema de contorno para una ecuacién di-
ferencial. Ilustremos la posibilidad de construir el esquema
exacto con un caso particular del problema para ¢ (z) ma O:

(k') = —f(z), O<z<<i, u(0)=0 u(t)=0. (7

Al haber integrado la ecuacién desde z; hasta z, obtendremos
una ecuacidn

(eu’) — (k') + | 1 @) & =0.
=

Dividamosla por k () y integremos respecto de z desde z;
hasta z;4,:
T4l i+t

v—uw—G)y | 5t | ey 1@ E=0, @
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v, luego, de z;_4 a 2;:

x' 2‘ 4 ’J
w—u—() | 5+ | s [rea=0. @
xj-1 -1 L]

Introduzcamos una designacién
x
1 ds -1
““‘['i? f k't_ﬂ] :
-y

Multipliquemos (8) por a}4,/h; 4y, (9) por al/h;, y sustraya-
mos del primer resultado el segundo. Obtendremos umna

ecuacion
%l [4:01 zblr’:ﬁ_d PJ“"?] +@ =0,
o bien
(¢®u). +9=0, (10)
donde
o . ¢ af, S dz' 3
o=y f Ty | 1O+l f TS RCLE
X1 = .| & |

Si ponemos z' =z, 4+ sh; para z_,<2'<z, ¥ 7 =
= z; + shyy, para z; < ' < z,4,, entonces dicha férmula
puede reescribirse de la manera siguiente:

h,a’ o & 0
w=—% | Totay [fEt ot

L ¢ ‘

+ i Sr(:‘r-fm:is f(zy+ M) db.

De este modo, el esquema (10) es exacta sobre una red
arbitraria no uniforme y para cualesquiera funciones conti-
nuas a trozes k (z) y { (z). Por supuesto, el empleo practico
de este esquema estd obstaculizado por el hecho de que los
coeficientes de dicho esquema se expresan a través de las in-
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tegrales de k (z) y f (z), razén por la cual su célculo requiere
la aplicacién de las férmulas de integracién numérica.

5. Aumento del orden de exactitud. De lo dicho se hace
claro que para aumentar la exactitud de la solucién aproxi-
mada se debe o bien disminuir el paso de la red k o bien
aumentar el orden de exactitud del esquema. No obstante,
¢s conveniente construir esquemas con orden de exactitud
aumentado sblo para las ecuaciones de coeficientes constan-
tes, puesto que la amotacién de tales esquemas para las
ecuaciones de coeficientes variables estd relacionada con
grandes dificultades técnicas y conduce, a menudo, a los
algoritmos engarrosos. Ya hemos aducido un ejemplo del
esquema O (h') para la ecuacién u” = — f (z).

Examinemos ahora una ecuacion

u" — qu = — f(z), g = const > 0.
Escribamos un esquema de diferencias sobre la red uniforme:
Ay =y, —dy=—9l

y elijamos d y ¢ de un modo tal que tenga la aproximacidn
O (h%). El error de la aproximacién es

y=Aut o= (Au—u)—(d—qu+o—f=
2
=V —(@—g)u+e—f+0 (hY.
Al sustituir aqui ¥ = qu" — f* =g (qu— ) — " = q*u—
qf — |, obtendremos

g=—(d—a— @) uto—(f+izdf+43 /") +0 BY;

por consiguiente, { =0 (h'), si se pone d=q+%g¢. =
=]+%(q}‘+!'}. El orden de exactitud queda intaclo,

si en la formula para ¢ sustituimos la derivada " por su
aproximacion de diferencias fz, puesto que h*f" = k¥ +
+ O (hY).

El aumento de exactitud del esquema disminuyendok vie-
ne limitada también por el requisito de la economia del
tiempo indispensable para la oblencién de la solucién con



190 Cap. IV. Métodos de diferencias de la resolucién

una exactitud prefijada. Por ello, en la préctica se utiliza
con frecuencia el cédlculo segiin un mismo esquema sobre la
sucesi6bn de redes, el cual permite elevar la exactitud sin
aumentar considerablemente el tiempo de cdlculo (método
de Runge), bajo el supuesto de quesealasolucién lo suficien-
temente suave.

Supongamos que para resolver un problema de diferen-
cias en cualquier red uniforme es vélido un desarrollo asin-
tético

w=wmt+a@)M+0E™), kh>k>0 (1)
donde a (z;) no depende de h. Se pide hallar una funcién
reticular y;, para la cual

Vi =u + 0 (W) (12)
sobre cierto conjunto de nodos a‘;,..

Veamos dos redes wy, ¥ w,, de pasos h, y h,, respectiva-
mente, que tienen nodos comunes; designemos con @, el
conjunto de nodos comunes. Sean ' e y}”* las soluciones del
problema de diferencias en las redes w,, y w,,, respectiva-
mente. Formemos su combinacién lineal y, = oyl +
+ (1 — o)y}* y sustituyamos aqui el desarrollo (11):

Y = w + a (@) kY + (1 — o) K} + 0 (hM).
Igualando a cero el coeficiente de a (z;), hallemos
o = YRy — by 13)

con la particularidad de que en los nodos z; € w, se cumple
el requisito (12).

De este modo, con el fin de aumentar la exni}itud de la
solucién reticular en cierto conjunto de nodos w,, se debe
resolver el problema dos veces sobre las redes w,, ¥y w,,,
que se intersecan en dicho conjunto, y formar su combinacién
lineal con coeficientes oy (1 — o), donde o se determing
de acuerdo con (13).

En particular, podemos tomar ky = h,/2, hy, = h; enton-
ces w, = @y, Para el esquema de segundo orden de exac-
titud tenemos k, = 2, k, = 4, yo = —1/3,1 — 0 = 4/3.
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La posibilidad de obtener el desarrollo
=y — W = a(z)h* + O (hY)

proviene del desarrollo del residuo W, = P (z,) h* + O (R%),
el cual constituye el segundo miembro del problema
Az = —p, £ = gy= 0.

El empleo de las redes no uniformes concede grandes po-
sibilidades de aumento empirico de la exactitud sin aumen-
tar el nimero de nodos, siempre que se tiene una informacién
preliminar sobre el comportamiento de la solucién del pro-
blema de partida. Asi, en la regién de variacién fuerte de los
coeficientes y del segundo miembro de la ecuacién resulta
natural espesar la red. Cerca de la frontera de una disconti-
nuidad de los coeficientes, la red se espesa corrientemente
segiin la ley de una progresién geométrica. Para obtener la
informacion preliminar, se pueden realizar los primeros
calculos en una red aproximada y a continuacién, los célcu-
los definitivos en una red especial.

§ 5. Métodos de construccién de los esquemas
de diferencias

De lo expuesto mads arriba estd claro que los esquemas
de diferencias para una ecuacién diferencial concreta han
de reflejar correctamente, en el espacio de funciones reticula-
res, las propiedades principales del problema de partida
(autoconjugacion, definicién de signo y otras). Para el pro-
blema de contorno analizado por nosotros anteriormente, el
requisito principal resulté ser una propiedad de conserva-
cién que es equivalente a la propiedad de autoconjugacién
del operador de diferencias. El problema de importancia
consiste en obtener los esquemas de diferencias con una
calidad prefijada. Para construir tales esquemas se emplean
actualmente toda una serie de métodos, de los cuales se
trata en este péarrafo.

1. Método integral de interpolacién. Una ecuacién dife-
rencial expresa habitualmente cierta ley fisica de conserva-
cion. Dicha ley puede ser escrita en la forma integral para
un intervalo (célula) de una red (ecuacién de balance). La
ecuacién diferencial se obtiene de la ecuacion de balance,
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cuando el paso de la red tiende a cero bajo el supuesto de
que existen derivadas continuas que figuran en la ecuacién.
Las derivadas e integrales que intervienen en la ecuacién de
balance sobre la red se deben sustituir por las expresiones
aproximadas en la red. De resultas se obtendrd un esquema
homogéneo. Este método se denomina integral de interpo-
lacién o bien método de balance. I1lustrémoslo con un ejem-
plo de un problema

(k') —qu=—f(z), O<z<At, (kw') — ou =
=—p paraz =0, u(l) =p, )]

Escribamos la ecuacién de balance del calor en el segmento
o<z 1

Ti1/2
Wista—Wi-12+ f(z)dz=
E-1/2
{4172
= S g(2)u(z)dz, w=ku', (2)
X142

donde (—w (z)) es el flujo térmico, ¢ (z) u (z) es la potencia
de las corrientes (de las fuentes, cuando g << 0) de calor, la
cual es proporcional a la temperatura, y f (z), la densidad de
distribucién de las fuentes exteriores (de las corrientes)
de calor. En el primer miembro de esta ecuacion figura la
cantidad de calor que queda a cuenta de los flujos térmicos
en el segmento [z;_/y, Zi4y/4) ¥ a cuenta de las fuentes
exteriores; en el segundo miembro se indica la cantidad de
calor que se disipa al ambiente exterior a cuenta del inter-
cambio térmico en la superficie lateral.

Con el objeto de obtener de (2) una ecuacién en diferen-
cias tripuntual, sustituyamos w;—; 5, w;4, 5 ¥ las integrales
en la ecuaci6n (2), por la combinacién lineal de valores de las
funciones subintegrales en los nodos de la red (z,_,, z,,
Z(4,), por ejemplo, '

Tiy1/2 =+1/2

% 5 g (z) u (z) dz =~ du,, d*=% j g (z)dz,

Ti_y2 212
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[ntegremos la igualdad u' = w/k respecto de z entre z;_; y z;:

=
1
Uy —uy = ; s dzzhwpm.—‘,

k(z)
= § 221"
L=

Como resultado, obtenemos de (2) un esquema

il

i P — Wi
T[“iﬂ b l,, Y g Ut ,'“ 1]'—'dllﬁﬂ —Pun
L *i+1/2
=g | f@dz
®-1/2

Deduciendo esta expresién se suponia, de hecho, que u =
= const para T, < T<< Tj4y/y, W = const para 1, , <
= r< I;.

En lugar de las expresiones para a,, d;, @; conviene Lo-
mar las formulas mas sencillas, como lo hicimos en los pa-
rrafos anteriores., Escribamos una aproximacion de diferen-
cias para la condicién de contorno de tercera especie cuando
z = 0. Con este fin hagamos uso de la ecuacién de balance
para 0<< z<< 2y = M/2

*1/2 T2
Wy — Wy— S qu dr= — f f(z)dz.
[ ]
Sustituyendo aqui
Wyyy = Gz, s wy = (ku')y = oyug — py,
xy2 xy2

\ 1 1

\ qu dz ~ oty h, S f(x)dz ~fy5 h

o 0

y cambiando en todos los casos u por y, obtendremos la con-
dicion de contorno en diferencias

@Yz, 1 — OWa + B — Rgaye/2 = — hfo/2.
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la cual puede escribirse en la forma
ay;, = Oe— Py, donde G, =0, +hgy/2, py=p+hfe/2. (3)

Estimemos en la solucién u = u (z) de la ecuacién (1) el
valor del residuo
V=au; | —Olg+ .

Al sustituir aqui a, = k3 + O (h*) = kg + Yy hkg +
+ 0 (h%), = ug + hug + h*uy/2 + 0 (B*), uz,, =
= (4 — ug)lh = up + hug/2 + O (h?), obtenemos
v = (ku')y + Yoh (ku')o — Oyue + py + O () =
= [(ku')e — Oyup + py) + Yh [(ku') — qu + fl, +

+0 (W) = 0 (r?),
es decir, la condicion de contorno en diferencias de tercera
especie (3) aproxima la condicién ku' = ou — p, para z =

= 0 con un error de segundo orden v = O (A*).
Para el empleo préctico la condicién de contorno (3) ha

de escribirse en la forma
ay , ;' = l;ll_‘ .
‘|+‘a’l ‘l+*°l
Con el fin de aumentar la exactitud del esquema al calcular
las integrales se debe utilizar la interpolacion de orden més

elevado.
2. Método de aproximacién de una funcional cuadrética.

Un problema de contorno
Lu = (hu') —qu=—f(z), O0<z<<i, u(0)=0,
u(d)=0

es equivalente al problema de buscar el elemento minimi-
zador de la funcional cuadritica

Vo= %yx —TM- ®y =

1 1
J (u)= .\ (k(u') + quidz —2 _\ fudaz,
[H] ]

Introduzcamos en el segmento 0<{z<<1 una red ©, =
= {z; = ith,i=10,1,..., N}y aproximemos la funcional.
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Con este objeto representémosla, al principio, como una su-
ma de integrales en los intervalos de la red:

N =
J(u)= 3 J(u), Jlul= f(t (W' + qui —2fu) dz,
fm=i =
después de lo cnal aproximemos J;, por ejemplo, asi:
*i
\ k@)rdz 2 a (ug )2,

o

§ (s —2fu) dz s gt — 2, + (02— 2fud
L=

donde a; es un coeficiente, por ejemplo,

o= f k (z)dz.
Tp-1

Obtenemos, como resultado, una funcional

N N=-1
Intn)= 2 hay(yz )+ T (9ash —2haun) b,

donde y; = y (i) es una funcién reticular arbitraria que se
reduce a cero cuando i = 0, N.
La ecuacion
N
Ay=9 6 D ay =9, A=4*>0,

tiene una solucién que minimiza la funcional

N N
Talyl=(4y, ))=2(9 V)= X aypi—?2 Z o
I)e esto podemos convencernos al igualar a cero la derivada

N
ala (w) l . = a5 0
. e 2 ) ayy;— 29, =0, W, =0,

Je=1
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puesto que a;, > 0 para cualesquiera i = 1, 2, ..., N, en
virtud de que A es positivo (4 > 0).
Al calcular las derivadas

aJ
av: =201z, — 28l gy g+ (200 — 2/ 1) by

aJ 2a 2ay,
W; =T'+‘“i—'+2§’|>0‘

nos cercioramos de que el elemento y = y (z) € H,, que
minimiza la funcional cuadrética, es la solucién del proble-
ma

(ay;),.“_'hyiz"'!h i=1, 2, coo N —1, Vo = 0

= =

3. Método de aproximacién de una identidad lynfegnl
(método de Identidades sumadoras). Sea

(ku'y —qu+f(2)=0, 0<z<1, u(@)=u()=0. (4

Multiplicando la ecuacién (4) por una funcién diferenciable
arbitraria v (z), que se anula para z = 0, z = 1, e integran-
do respecto de k entre 0 y 1, obtenemos una identidad

1
1 (u, v)= j (ku'v’ + quv — fv) dz = 0.
0

Cambiando, por analogia con el p. 2, la integral y las deri-
vadas u', v', escribamos una identidad sumadora

N N-1
Inly, v] = 121 Gy vz, B +‘z.|: (g —fi)vih =0,

Luego, suponiendo, por ejemplo, que v; =&, ,,, 0<<ip<<N,
y teniendo presente que v; =0 para i<lf, y i>ij+1,
vz, 41 =—1/h, Vi = 1/h, obtendremos

h (%“:ﬂy:. .—%aw;, ‘ ) +(9u—f)h=0 cuando i=/i,
es decir, (azy): — gy = — f.

4. Métodos de Ritz y de Bubnov—Galerkin (métodos
variacionales de diferencias). El problema sobre el minimo
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de una funcional
I |u] = (Au, u) — 2 (u, /),

donde A es un operador lineal autoconjugado y delinido
positivo en el espacio de Hilbert H con el producto escalar
(z, y), es equivalente al problema sobre la resolucién de una
ecuacion

Au = [.
Se introduce una sucesién de espacios de dimensién finita V,
con base {@i™}, i =1, 2, ..., n.
El método de Ritz consiste en que se busca un elemento
u, €V, que minimiza la funcional I (u) en V,. La solucién
aproximada u. se busca en forma de la suma

., ®)

J=1

donde ¥, ..., y, son unos coeficientes desconocidos. Los
cilculos nos dan

Tupl= 2 ayyy;—2 2 B
1, 9=t i=t

ay = ay = (Agi,, @), B = (. @)

I {u,] = @ (y,, Y5, - . -, Y) es una funcién de n coeficientes
¥ Igualando a cero las derivadas @/ [u,)/dy;, obtendremos
un sistema de n ecuaciones

j;lauy’—Blzo, izi, 2. P | =

para determinar y,, g, . . ., Un-
Ilustremos el método de Ritz con un ejemplo del proble-
ma (4). A titulo de la funcién ¢; (z) tomemos
0, s<—1, s>1,

# (@)= (F55) =i (2 n{s){“rs» —1<s<0,
1—s5 0<s<< 1.
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Al sustituir en la formula para e;Ap, = — (ki)' + qoy,
tenemos

1
@ =49, @j]”s (k%%+ '?"Il"l:) dz,
0

Be={ 1@ (2 dr. ®)
Los calculos nos dan :

dng
dz

ang [ 1/h para z, <z <1z
“dr | —1/h para <z < Tp4y

De aquf y do (6) se ve que la matriz [a,,] es tridiagonal, puesto
que son diferentes de cero sélo aquellos a;y, para los cuales
j=i—1,i i+ 1. Por esto, para y; se obtiene un sistema

=0 para z<<z;,, T>Ziy,

@y, 1e¥ia + @l + S — B = 0.
Iutroduciendo las designaciones
a; = — ha;;, + Fa; = hay, + ke, +
+ani)s B = — R

y observando que a; 4, ; = &, ;4;. obtenemos un esquema
ayig — (a + ay +22d) ¥y + @iy + Ko =0,
o bien

(ayz): — dy + ¢ =0, (M
donde

0 o

e = Sk(;,+sh}ds+h' S?(IH- sh)s(1 +s) ds,
-1 'l
0 1

di= { g(aitsh)(1+)ds + § gz +sh) (1—s)ds,
-1 °
0 1

o= | 1@t om(t+s)dst [ 1 (xi+on) (1 —9) ds.
-1 b

Este es el esquema de segundo orden de aproximacion.
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En el método de Bubnov — Galerkin la solucién u. se
busca también en la forma (8), més los coeficientes y; se
hallan de la condicién de ortogonalidad del residuo Au, — f
rospecto de las funciones bésicas ¢; (z):

{Aun_f' ¢f1=0. =1, 2|-~-u n, (B)

con la particularidad de que no se requiere que el operador A
sea autoconjugado. Para el problema (4) eligimos de nuevo
\ns mismas funciones bésicas. Al sustituir (6) en (8), obten-
dremos un sistema de ecuaciones para y;. Calculando o
¥ B, legamos al mismo esquema (7) que se ha obtenido por
el método de Ritz.

Con la eleccién indicada de las funciones coordenadas

@i (z)="m (—‘—_ri) los métodos de Ritz y de Bubnov—
— Galerkin coinciden con el método de elementos finitos.



Capitulo V

Problema de Cauchy para las ecuaciones
diferenciales ordinarias

En este capitulo examinaremos los esquemas de diferen-
cias destinados para resolver ecuaciones diferenciales ordina-
rias (no lineales, en el caso general) de primer orden con
datos iniciales (problema de Cauchy). La resolucién de las
ecnaciones mencionadas representa un dominio clisico de
aplicacién de los métodos numéricos. Existen varios métodos
de diferencias, una parte de los cuales se ha elaborado en
la época precedente a la invencién de los ordenadores y, no
obstante, resultd ser aplicable también para las méquinas
electrénicas modernas. Nos limitaremos a una exposicion
breve de los esquemas de diferencias principales que son de
amplio uso en la préctica y para los cuales se tienen los
programas estindar correspondientes.

§ 1. Métodos de Runge —Kutta

1. Problema de Cauchy para una ecuacién de primer orden.
Supongamos que se pide hallar una funcion u = u (t), con-
tinua para 0<C t<< T, que satisfaga la ecuacién diferencial
para t >0 y la condicién inicial para t = 0:

%:m,u(r)}. 0<t<T, u(0)=u, )

donde | (¢, u) es la funcion continua prefijada de dos argu-
mentos.

Si ln funcidn f (t, u) esta definida en un rectangulo D =
= 0t T. |1 — u, |<< U}y satislace en el dominio D
seaiin la variable u la condicién de Lipschitz:
L1 G ) — [t ) [ < K | uy — g |

para cualesquiera (t, w,), (t, ug) € D, (2}
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donde K = const > 0, entonces el problema (1) tiene una
solucién tnica.
Para demostrar esta afirmacién la ecuacién (1) se integra
de 0 at:
i
u()=upt § 1o, u)ds, @

y la ecuacién integral obtenida se resuelve por el método de
aproximaciones sucesivas (método de Picard):

t
s () =thoF { (s, un () ds, (4)
1]

donde n es el niimero de la aproximacién (iteracién). El méto-
do de Picard converge y determina la fnica solucién de la
ecuacién (3) o de] problema de Cauchy (1).

Este método permite hallar Ja solucién aproximada del
problema (1), si en (4) sustituimos la integral por una fér-
mula de cuadratura cualquiera. Sin embargo, el volumen de
los célculos para el algoritmo obtenido es bastante grande,
puesto que para cada iteracién (con t fijo) debe calcularse
una integral,

Para la resolucién aproximada del problema (1) se emplea
a veces, un método analftico basado en la idea de desarrollo
de la solucién del problema de Cauchy (1) en una serie de
Taylor. La solucion aproximada u, (I) se busca en la forma

ua ()= ;_';umw)-i-u,. 0<<T, (5
A=

donde 't (0) =55 (0)=7 (0, u), v los valores de las deri-

vadas u®)(0) (k=>2) se hallan mediante la diferenciaci6n
sucesiva de la eenacion (1)

w (0) = u" (0) =1 (¢, w)|,_, =/e (0, up) +
140, ug) £ (0, wo).
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u® (0) =u” (0) = f‘:rf (t, u) II—O =

=10 (0, ug) +2f ¢ (0, ue) £ (0, )+
+fus (0, w)u”(0), ...,

9 . R
h==r+ =75+ fu=5gg ctc.

Para t pequefios ol método de series (5) puede asegurar
buena aproximacién hacia la solucién exacta u (t) si n son
no muy grandes. Aqui el volumen de los céilculos depende
no sélo de la exactitud e >0 (Ju (t) —u, (1) | <e) y de
n = n (e), sino también del tipo de la funcién f (¢, u),
puesto que la determinacién de las derivadas u™ (1) puede
resultar muy engorrosa.

En lo sucesivo se supondré siempre que la funcién f (¢, u)
es bastante suave, es decir, tiene tantas derivadas (respecto
de ¢ y de u) cuantas sean necesarias en el transcurso de la
exposicion.

Antes de pasar a la exposicién de los esquemas de dife-
rencias parael problema (1), detendrémonos en la cuestién
de estabilidad de la solucién del problema (1). dCémo varia-
rd la solucién del problema (1) si cambian las condiciones

iniciales? Sea u (f) la solucién de la ecuacién (1) con las
condiciones iniciales u (0) = u,. Para el error z () = u (t)—
u (t) obtenemos una ecuacién

Statz 0<I<ST, 1(0)=t=t—up (6)

donde & (&) = If (¢, u) — f (t, u) — f (t, w)l/z = f, (¢, u +
+02), 0<< O 1.

Como solucién de (6) interviene la funcién
'

z(t)=z (0)exp {! a(s) d:} "

Si f, << 0 para cualesquiera t, u, entonces

2(t) | < |2(0), o bien |u(t) — u (t) | < | Uy — up |
para tode t € 10, T,
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es decir, la solucién del problema (1) es estable respecto de
los datos iniciales (el error en los datos iniciales no crece).
El problema (1) es estable también respecto del segundo
miembro:

1% () —u(t) | <|uo—to |+ T para 0<t < T,
si 1.<0,

donde z (t) es la solucién del problema (1) con el segundo
miembro

T=/f(t @) +8f, 18/ < e, e = const > 0.

La solucién del problema (6) para ¢t — oo se comporta
igual que Ja solucién de una ecuacién lineal

S +ha=0, 0<IT, 2(0)=2,

que puede considerarse en el estudio de la estabilidad como
la ecuacién modelo.

2. Esquema de diferencias de Euler. Introduzcamos en
¢l segmento de integracién 0 <<t << T una red w, =
= {t, = nt, n=0, 1, ...}. Denotaremos con y, =
= y (t,) una funcién reticular. El método numérico mas
simple para resolver la ecuacién (1) estd representado por
el esquema de diferencias de Euler:

ant—h_:f(sn_ Ya)y n=0,1, ..., yo=1u,. (M

Los valores de y, = y (t,) s determinan sucesivamente a
partir de y, == u, segin una formula explicita
Unvr = Un + Tf (Eny Yn), n=0,1, ... U = Uo.

En lugar de u = u (¢) ¢ncontrumos una funcién reticular
Un = 4 (t,) que es la solucién aproximada del problema (1).
Una funcién reticular

By = Un = u[‘n]

es el error del esquema de diferencias. Escribamos la ecua-
cion para z,. Con este fin sustituyamos y, = 2, + 4, en
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(7) y tomemos en consideracién que
Ynts — Yn = (Zniy — Zn) + @piy — Ua),
7 (tns yn) = f (L ) +[f (tny 2n + 2,) — [ (80, ua)) =
= f “n! 'I-l-,,) = Onin,
donde

Gy = ’I {‘nn Uy +B‘u); {JS;BQ 1.

Como resultado, obtenemos para z, un problema

= Gnzn+ Pn, n=0, 1, ..., ‘0=0p (8)

Ene1—3n
T

donde v, es el residuo o error de la aproximacién del es-
quen;a (7) en la solucién u = u (t) del problema (1), que es
igual a

B =1 (tny Up)——2l"E0 ©)

T

Estimemos 1, para T— 0. Para ello sustituyamos
- 3 e -
“u+1’=“u+ﬂ‘u+';— Up+ ... (H=%‘:-)

en (9), y, teniendo en cuenta que, de acuerdo con (1), u, =

= f(t,, u,), obtendremos: ¢, = O (1), 0 bien ||y |l¢ =

== n:méér |¥s | = O (7). Esto es testimonio de que el es-

in

quema de Euler tiene primer orden de aprozimacién.
Mostremos que el esquema de Euler converge, es decir,

l2nllc = | Yn — n lle = 0 para ¥ — 0, y tiene primer

orden de exactitud, es decir,

lIzlle= mix |z,]|=0 ().
0<In<T
La demostracién se aduce bajo el supuesto de que
—K<fult, )0, s 2/K. (10)
De (8) determinamos
Zngy = (1 + T6) 2p + TPn,
lanm ISt Fatallsal+3al<|2a |+l
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puesto que | 1 + v, | << 1 conforme a (10). De aqui se de-
duce que

un.ié!»mgrm|-=_§rw.1. (11

es decir, ||z |lc = O (7).

Si la condicién (10) no se cumple, pero | f, | < K, en-
tonces en lugar de (11) obtenemos | z,4, | < TeXT ||y llc.
y la afirmacién [z | = O (1) queda en vigor.

3. Aumento del orden de exactitud. El método de Euler
es muy sencillo, mas no es de elevada exactitud. Se puede
aumentar el orden de exactitud de la solucién numérica
respecto de T sin complicar el algoritmo. Existe el método de
Runge para elevar la exactitud cuya idea consiste en lo
siguiente. Supongamos que la solucién u = u (t) es sufi-
cientemente suave y tiene lugar el desarrollo siguiente del
error z, = Y, — u, en potencias de T:

Yo =tnFa(®)T+BOT+ ..., (12)

donde o (¢) y B () son unas funciones que no dependen de 1.
Elijamos dos redes de pasos t, y T, que tienen nodos co-
munes (por ejemplo, T, = 7, T, = ©/2), resolvamos en cada
red el problema (7) y encontremos y® (t,,) e y® (t,,), res-
pectivamente. Tomemos un nodo, comtin para las dos redes,
1% = i, = lnq, y escribamos (12) para n = n*:
y‘“ uu') =u(lp) + Un') T+ 0 {Th‘
Y™ (tne) = U (tne) + & (tne) Ty + O ().

Formemos una combinacién lineal con el parimelro o:
¥ (tne) = 0YD (tpe) + (1 — 0) y® (tne) =
=u (tn') -+ IGT| “]" (I == 5) T.I @ {:n'} + o (‘! = T!}'

Eligiendo ¢ de la condiciéon o1, 4+ (1 — o) 1, = 0, es decir
suponiendo ¢ = 1,/(t, — T,), obtenemos

Y (o) = u (tae) + O (x%), T = max (t,, 7).

La funcion reticular y aproxima la solucion u = u (f) con el
segundo orden de exactitud respecto de t. De este modo, he-
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mos elevado la exactitud del método de Euler realizando dos
cdlculos en las redes de pasos 1, y 71,. Este procedimiento
puede ser continuado teniendo presente (12). Al realizar los
célculos segiin el esquema (7) en tres redes de pasos T,, 1,,
T3, hallaremos la solucién del problema (1) con el tercer
orden de exactitud en los nodos comunes para las tres redos

elegidas.
4. Esquemas de Runge-Kutta. El orden de exactitud

puede ser aumentado complicando el esquema de diferen-
cias. Son de amplio uso en la préctica los esquemas de Runge-
Kutta del segundo y cuarto érdenes de exactitud.

El célculo por el esquema de Runge—Kutta del segundo
orden de exactitud se realiza en dos etapas. En la primera

etapa se halla el valor intermedio de y, segiin el esquema de
Euler de paso at:

Un = Yn + otf (ta, Yn)i
en la segunda etapa se determina el valor de y, 4, por la fér-
mula
oty = Yn + T — 0) f (tas ¥n) + 01f (tn + a1, yn),
donde a >0, ¢ > 0 son los pardmetros. Al eliminar p,,
obtendremos para y,,, un esquema

La—tn — (1—0)f (t, ¥n)+
+0f (tn 4w, Un+atf(tn ¥a))- (13)
El orden de exactitud del esquema depende de los parimetros

& T
Hallemos una expresién para el residuo o error de apro-

ximacién del esquema (13). Con este fin, por analogia con el
p. 2, traslademos (y,4+; — ¥»)/T en el segundo miembro y
sustituyamos u,, 4,4, en lugar de y,, y,+,. De resultas,
obtendremos la siguiente expresién para el residuo:

Yo = (1 — ) f (ta, #n) + of (tn + @7, un +

+ “ﬂ' (‘m “n)) - (u'n-H ek un)!t'
Recurriendo al desarrollo por la férmula de Taylor, obtene-
mos

(137)

P, = T (oa — 1/2) up 4+ O (1%).
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De aqui se ve que el esquema (13) tiene segundo orden de
aproximacion ¥y, = O (1), si se cumple la condicién

oa = 1/2. (14)

De este modo, existe una familia (de un solo pardmetro) de
esquemas (13), (14) de segundo orden de aproximacién.
Veamos los casos particulares:
Yo=1,0=1/2:

St =1 (tayn), E2ER—f (5, Un). (15)
Este es el conocido esquema predictor—corrector, o bien cdl-
culo—recdlculo. Puede ser escrito de otra forma:
;n=yn+]‘:‘f(lm Un)r Ynt1=¥Yn+7/ (‘n+%- ;‘R)I
o, al eliminar y,, en la forma
Wari— Vv =1 [tat 5+ vat 5/ (ta va)]. (15"
2) 0=1/2, a=1:
n+1— ¥n l
Lra=Un — - (f (tne Yn) 1 (tntis Yn +5F (Ens ¥a))) (16)

Este esquema también puede considerarse como un esquema
predictor—corrector: al principio, el esquema de Euler de
paso T (predictor):

Yn = Un + f (batn)i
después, el esquema con una semisuma (corrector):

(yl‘l'l e yn)"" L l'!l ” (:m ynl + ! (‘n-Hn ;n}l'

La idea del método predictor—corrector se usa con fre-
cuencia al escribir esquemas de diferencias para las ecuacio-
nes de la fisica matemadtica con derivadas parciales.

He aqui las formulas para el esquema de Runge—Kutta
del cuarto orden de exactitud:

dme=n Lk (ya) + 2k (Un) + 2K3 (Ua) + Ky (Va)),
n=0, 1y oooo yo=tigy (17)
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donde k;, ky, ks, k4 son las correcciones que se calculan segiin
las formulas

kl = f {tn, Yn)s kl =/ [‘n + ""!21 Yn + 1k1!2),
ky = ftn + /2, yu + tao/2), ky = [ (tn + <, yn + Thy).
(18)

Determinando y, 4, segin el y, dado se debe cuatro veces
calcular el segundo miembro.

Demos a conocer el método de los cilculos segiin este es-
quema. Para n = 0 sabemos y, = u,. Podemos calcular
sucesivamente k,, k,, ks, k,, y hallar

U= Vo 5% (ks (Uo) -+ 25 (o) -+ 2k (46) + K (uo)),

después de lo cual los cdlculos se realizan paran = 1, 2, . . .
Para el residuo obtenemos una expresién

Vn = g Uy () + 2k (11) + 2y (1) + K ()] —
_ Bpy—up (19)

T ]
donde k; (u,) (i = 1, 2, 3, 4) se determinan segiin las fér-
mulas (18), en las cuales y, se ha sustituido por u,.

Al desarrollar u, 4y, kg (1), k3 (45), k; (2,) en el entorno
de t = t,, nos convencemos de que }, = O (t*), es decir, el
esquema (7), (18) tiene el cuarto orden de aproximaci6n, si
u = u (t) tiene cuatro derivadas continuas.

Todos los métodos de Runge—Kutta son ezplicitos (para
determinar y,4, se debe realizar los célculos segin las fér-
mulas explicitas) y de un paso (para determinar y, +, se debe
hacer un paso en la red desde t, hasta t,,).

5. Estabilidad de los esquemas de diferencias. En el p. 1
se ha considerado una propiedad importante de la ecuacién
diferencial (1), a saber, la estabilidad (respecto de los datos
iniciales y del segundo miembro). Para estudiar la estabili-
dad respecto de los datos iniciales de la ecuacién no lineal
(1) analizaremos una ecuacién modelo

& M=0, A=const>0, t>0, u(0)=u,. (20)
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Su solucion u (t) = u,e-* decrece paraA >0, y
|u(t)]< | up | cuando A = 0 para todo ¢t =0, (21)
es decir, la ecuacién (20) es estable para L = 0, lo que corres-
ponde a la condicién f, < 0.
Se introduce una exigencia natural: para los esquemas de

diferencias que aproximan las ecuaciones modelo ha de cum-
plirse un anédlogo de la desigualdad (21):

| ¥ | < | y, | para cualesquiera n = 1,2, . .. (22)

Veremos méas abajo que esto no siempre se cumple.
Veamos una serie de ejemplos.
1) ESQUEMA EXPLICITO DE EULER:

l"nuT—Fn Ay, =0, Ynsr=(1—1A) yn. (23)

De aqui se ve que la condicién
[ 1<l I< .. . <I¥l (24)

queda cumplida para |1 — A | <1, o bien —1 <1 —
— 1A < 1, es decir, para

™ <2 (25)
Si, por ejemplo, TA <C 3, entonces
[yntr = 1A=t ||pa |22z ... 22" |y,
Iyn |;2"]yoi—pw cuando n — oo.

El esquema es inestable, la condicidn (24) no se cumple. De
este modo, el esquema de Euler (23) es convencionalmente es-
table para © < 2/A, L > 0.

2) Esquema implicito de Euler:

a— i
Lnet =00 4 AYnsy =0 Ynt1 = T Une (20)

Por cuanto 1/(1 + tA) << 1 para cualesquiera tA =0, en-
tonces el esquema es absolutamente estable:

| ¥n | < | o | para cnalesquieratyA =>0,n =0,1,2, . ..
(27)
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3) ESQUEMA CON PES0S
L2V 4 A (OYner+ (1 —0) ya) =0, Ynsr=q¥n. (28)

El esquema es estable para

_i—(d—=gT
lgl<t, a=—1Tom *

Vemos que |[g|<1, si =1 —onA<<i —(1 —0)TA <
<1 4 ath, 0 bien 1 + T (0 — 1/2) A =0, de modo que
1 + otk > T2 > 0. De este modo el esquema con pesos es
absolutamente (para todo <) estable para o > 1/2, y condi-
cionalmente estable para o <<1/2, siempre que T <
< 1/((1/2 — o) A).

i. ESQUEMA DE RUNGE-KUTTA DE SEGUNDO ORDEN. Al sus-
tituir en la férmula (13) f = —Ay, obtenemos
1
Yner=QWn»  g=1—TA+ 5 ¥ (29)

El esguema es estable, |y, |<<|Yp), 8i Jg)=1—7h+
+—;--:‘7L3g1. lo que tiene lugar cuando
A< 2, (25)

El esquema de Runge—Kutta de segundo orden es estable
bajo la misma condicién gue el esquema explicito do Euler.

5) ESQUEMA DE RUNGE~KUTTA DE CUARTO ORDEN. Sus-
tituyendo f = —Ay en (17), (18), obtenemos

Yn4+1 = Qns
g=1—Th 4 5 NI L VA 4 TS, (30)

La desigualdad | g | < 1 se cumple para tA <C 2,78, es decir,
ld condicién de estabilidad del esquema de cuarto orden es
un poco mas débil que la condicién (25) para el esquema de
segundo orden,

Estos ejemplos muestran que los esquemas explicitos de .
un paso son condicionalmente estables, y entre los esquemas
implicitos se tienen absolutamente estables (por ejemplo
(28) cuando o == 1/2). Si A = 0 es grande, el paso T, en vir-
tud de (25), debe elegirse para los esguemas explicitos lo
suficientemente pequeio.
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6. Sobre la convergencia y la exactitud. El esquema de
Runge—Kutta para una ecuacién no homogénea

L fhu=f(t), >0, u(0)=u @31)
tiene por expresion
Unt1 = QYn + @, ¢ = ¢ (TA), (32)

donde las expresiones para ¢ ¥ ¢, dependen del orden del
esquema. Asi, para el esquema de segundo orden tenemos

q=t—1&+%1‘1‘.

4,
> -

Pn ={1_U)j(‘n)+a! ("u+¢t)' ao
Para el error z, = y, — 4, obtenemos
Sns1—En A
—lt_+ (l—T)Z,‘=‘Pn
o bien
Znt1 = GZn + Thn, n=0,1,2...,2=0
donde 1, es el residuo igual a
Yo = Pp — (Unsy — Up)/T =0 (7).
En virtud de la condicién de estabilidad (25), |¢ | <1y

Lznet [<Iza | +710n IS 2 Tl¥n s (33)

de donde precisamente proviene que el esquema (32) conver-
ge y tiene el segundo orden de exactitud (converge con la
velocidad O (t?), o converge con el segundo orden):

'z lle = O (*).

De este modo, si un esquema es estable y aproxima la ecua-
cién (1), es convergente. Esta afirmacién demostrada para el
problema modelo tiene un cardcter general y es veridica para
cualquiera de los esquemas de segundo orden.

De modo andlogo se demuestra la convergencia con la
velocidad O (%) del esquema de Runge—Kntta (13) a con-
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dicién de que [, << 0. En este caso, para z, = y, — u, con
oa = '/, obtenemos un problema

M‘:ﬁ-.zﬁ,.(1+%rv..)zn+1¢m (34)

donde B, = fy (tn, Un + 0;2,). Yo = fu (tn (+ ¥/2, u, +
+08,2,)(0< B, <1, i =1, 2), yp se determina por la
formula (13'). Reescribamos (34) en la forma

Zn = QnZn + ™Wn, I = 1+ Tﬁ,' (1 -+ 'n’,J2)
La condicién de estabilidad (g, | <16 —1 < g, < 1 50
cumple, si 2 —1 By |+ Y4 [Bal v | =0,
Yot [Bn 1 I ¥a | < |Pn |, o bien T |y, | < 2. La primera

desigualdad queda cumplida también para 1 | B, | < 2, ¥,
por consiguiente, es suficiente que sea

K<2, (35)

siempre que f, <0, |f, | < K, (t, u) € D. La condicién
(35) es analoga a (25) y asegura el cumplimiento de la esti-
maci6én (33), de la cual se deduce precisamente la convergen-
cia del esquema (13) con el segundo orden || z |lc = O (%).

§ 2. Esquemas de varios pasos. Métodos de Adams

1. Esquemas de varios pasos. En el § 1 fueron considera-
dos los métodos de Runge—Kutta para la resolucién numé-
rica del problema de Cauchy

Se—f(t ), 0<IKT, u(0)=us (1)

Estos son los métodos de un paso: al determinar el nuevo va-
lor de y,+, se usa sélo el valor de y,. Para determinar el
valor aproximado de y, pueden analizarse, en el caso gene-
ral, los esquemas de diferencias de m pasos (m = 1), esdecir,
las ecuaciones del tipo

> —'F:Ly.._,.: Y bufnepe n=m, m+1, ..., (2)

k=0 h=0
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donde a,, b, son ciertos coeficientes numeéricos,
’n-l = -f {‘n-h yn-l)n a, = 0. bm #= 0.

En particular, para m = 1, by =0, b, = —a,, & = —a,,
llegamos al esquema de Euler.

El esquema (2) se denomina explicito (de extrapolacién),
si by = 0 y los valores de y, se determinan en términos de
los valores antecedentes de Yn_y, Yn-g - - -+ ¥n-m Segln
una formula explicita

i m
¥n =“_. 2 (batfnox — apln_n) = & F(yn-ts Unzs - s Yn-m)-
he=1

Los célculos empiezan con n = m. Para hallar y,, se deben
prefijar m valores iniciales yo, Yy, - - -+ ¥m-13 68tos pueden
determinarse, por ejemplo, mediante el método de Runge—
Kutta en el que se utiliza solamente el valor inicial de
Yo = Uy

Si b, 5= 0, el esquema (2) se denomina implicito (de in-
terpolacién): al hallar y,, se debe resolver, para cada n,
una ecuacién no lineal

Aglfn — bnf Um yﬂ} = P[yn-h Yn-a+ + + = yn-m]- ‘.3}

Dicha ecuacién no lineal puede resolverse, por ejemplo, me-
diante el método de Newton.

El error de aproximacién del esquema (2) en la solucién
u = u () de la ecuacién (1) o el residuo se determina por la
férmula

'pn = E bkl (‘n—i- un-h)_% E Apldy - (4)

k=0 k=0

Suele decirse que el esquema (2) tiene el s-ésimo orden de
aprozimacion (o simplemente que el esquema (2) tiene el
s-ésimo orden), si

19 lle = O (). obien || lle < M. s=>0, (5)
donde M = const > 0 no depende de t.

Los coeficientes ay, by se eligen a partir de los requisitos
de aproximacion y estabilidad. Sin perturbar la generalidad
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de razonamientos podemos considerar que
m
N b, =1, (6)
k=0 ¢

puesto que los coeficientes de la ecuacién (2) estdn determi-
nados con una exactitud de hasta un factor. Desarrollando
P, en potencias de t y exigiendo que el residuo tenga un
orden prefijado, obtenemos las condiciones para determinar
ay, by. Por cuanto u = 1 es la solucién de la ecuacién uy =
= f (t, u) para f = 0, de (2) se desprende que

Jt2_}‘, ay=0. (7)

Con el objeto de construir los esquemas (2) se aplican,
corrientemente, otros procedimientos en los cuales se emple-
an férmulas de cuadratura y de interpolacidn. Asi por ejem-
plo, integrando la ecuacién diferencial (1) respecto de ¢
dentro de los limites de t,_,, a ¢,, obtenemos

i
=1 (8 () d. @

Para obtener de aqui un esquema de diferencias se puede
usar para la integral una férmula de cuadratura cualquiera.
2. Método de Adams. Toda férmula de cuadratura engen-
dra el método correspondiente de resolucién numeérica de la
ecuacién diferencial ordinaria (1). En una identidad

tn
up—tpy= {1t u @ a, ©
‘ll-l

correspondiente a la identidad (8) cuando n, = 1, sustituya-
mos la integral por una férmula de cuadratura

in

[ 1 u@dtms 3 oaf (taors wan)- (10)
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Teniendo presente (9) y (10), podemos escribir el esquema de
diferencias de Adams:

LoVt — 3 Baf (taor Yn-s)- (11)
Km0
Dicho esquema puede ser obtenido de (2), si ponemos a, = 0
pera k=2, 3, ... m ya,=1, g =—1.

La férmula de cuadratura (10) en cuya base estd cons-
truido el esquema de Adams, contiene los nodos de las redes
que no pertenecen al intervalo de integracién ¢, , <t <1t,.
Habitualmente se utiliza la exigencia de que la férmula de
cuadratura sea exacta para un polinomio de grado m. Con
ello se ehge un polinomio de interpolacién con los nodos t,,
Brics. 6 v

Con ta] conatrum:ibu del esquema su error de aproxima-
cién coincide con el error de la férmula de cuadratura. Efec-
tivamente, el residuo para el esquema (11) es

P = Z bkf “ll-lr un-l)_w
R0

Sustituyendo aqui de (9) la expresién

%
w= = f f(t u ) dt,
fn-1
obtenemos la férmula para el residuo:
m in
Ya= 3 baf oy unn)— 5 | 1 (8 u(®)dt. (12)

A0 tnot

3. Esquemas explicitos e implicitos. Si b, = 0, el es-
quema (11) serd explicito y

m
Yn=Ynu+T 2 b.’l—l' (13)
et
De ejemplo mAs simple del esquema explicito de Adama sirve
el de Euler

Yn — Ynog = Tfay para m =1, by =0, by = 1. (14)
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Al poneren (11) m =1, b, = 1, b; = 0, obtendremos el es-
quema de Adams implicito

i‘n_“l"ﬂ-l =far O bien y,—7Tf (tn, Yn)=¥ne (15)

El esquema implicito simétrico de un paso (m = 1)
AnUnot o 20 (bne Un)H] (o Une)] (16)

T

corresponde a los valores m = 1, by = b, = 1/2 y tiene el

segundo orden de aproximacién: ¢, = O (1?). Para determi-

nar y, se debe resolver (con cada n) una ecuacién no lineal
I = IJ‘,TI (tay ¥n) = Fp,, donde Fn-l = Yna T+

o l"!ﬁ “n‘—l- yn—l)-

Veamos ahora los esquemas de Adams de dos pasos que co-

rresponden a m = 2. El esquema explicito de dos pasos
(m = 2) tiene por expresion

n—lVn- 3 1
“_1!.__‘,_._—__2_’“_‘._,?!"4.
m=2, b=0, b=, b=—%. 17

El esquema es de segundo orden de aproximacion:
3 1
Yo =5 f(tnety Unt) — 5 f(tnags Ung)—

_“n___r"m=0 (2.

Investiguemos la estabilidad del esquema modelo corres-
pondiente

n—¥n- 3
Lo=bnct 3 (G Ynor— g Yna) =0. (18)
Al sustituir aqui y, = ¢", obtendremos
3 1
F—(1—gp) g—gr=0, p=iv. (19
Porcuanto D =1 — p + g—p’ > 0 para p cualquiera, las

raices ¢, y g, serén reales y distintas. La estabilidad signi-
fica que | g, [<< 1y | ¢, | < 1. Hagamos uso de la siguien-
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te propiedad que se comprueba inmediatamente: las raices de
una ecuacién cuadratica ¢* + bg + ¢ = 0 no superan en
moédulo la unidad:

| el <1, 8i [B]<<1 6, e (20)

Para la ecuaci6n (19) tenemos b = 3u/2 — 1, ¢c = —p/2, ¥y
la condicién | 3p/2 — 1 | << 1 — p/2 queda cumplida para
p<i, 6

w<1,

es decir, el esquema (18) es condicionalmente estable (el pa-
so © debe ser dos veces menor que el paso admisible en el
esquema de Euler).

Escribamos un esquema implicito de Adams de dos pasos
(m = 2). Exigiendo que la formula de cuadratura (10) sea
exacta para los polinomios de grados 0, 1, 2, es decir, que
F(t) = f(t, u(t)) = (1, t, £*}, encontramos los coeficientes
b, = 512, b, = 8/12, b, = —1/12. El esquema es de la
forma

Yn—Vnct b (5fn+ 8fns—Fact)- 21)
Investiguemos la estabilidad del problema modelo
doztnos 4 b (Byp-tBYp1—Yna) =0 (22)

Suponiendo y, = g", obtendremos una ecuacién caracteris-
tica

. B B
aq’+bq+c=9.a=l—|—-t—2—tl. b=ﬁ1:l—1,

= — 1.-12— TA.
Las condiciones (20), para las cuales | ¢,,, | < 1, adquieren
la forma | b |<<a + ¢, ¢ < a. De aqui se infiere que el
esquema (22) es estable cuando th < b.
4. Problema de Cauchy para una ecuacién de segundo or-
den. Analicemos nun problema de Cauchy:
3
S~ (ty (), £2>0, u(0)=u,
(23)
.EE_. (0} — U
de el
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Los més usados son los métodos de Stirmer

%ﬁh: 2 baf (tnns Yn-a)s
R i
m;o' n=1: 20 LR ] (M)
H—N .7
T

Yo=1U,, ¥ =1u, 0 bien

El valor de u, (o de l:;) se elige de una manera tal que el
error de aproximacién v = % [u(t) — u(0)] — u(0) —u,

tenga cierto orden, por ejemplo, v = O ("), donde p es el
orden de aproximacion del esquema (24). Por ejemplo, para
= 2 hallamos

u () =u (0) + 11 (0)4 ;—t‘;(0)+0("’)-
v=i+5u (0)— 4+ 0 () =510, u(0)+
+0(v) —uy +u, =0 (3),
si ponemos

;; = uy, + Yot (0, uo), Uy = uy + Tuy.

Si b, =0, el esquema (24) ser4 explicito, puesto que en
el segundo miembro figuran sélo valores conocidos de y,,

Yn-1s - 1 Yn-m- Si by = 0, el esquema (24) es implicito
y para determinar y,., se debe resolver la ecuacién
Yn+1 — -If “ll‘l-i- Ynt1) = F (¥, Ynepr + + oo Ynem L)

Para obtener el esquema de diferencias (24) calculemos una
integral

tnet in fnqt
j u'vdi= 5 u'v dt 4 “t u'vdi=
fnoy thoa fn

in
=@v—w) | +@ov—w)lie + | wra, (25)

‘l—l
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donde v (t) es una funcién continua a trozos
“_‘n—l}k para :u-l g ¢ é ‘m
unﬂ_"t)"‘" para i, <t Q bnge
Sustituyamos (26) en (25) teniendo presente que v” (£) = 0:
t

v(t)= (28)

n+l
{ uw dt =% (un-s— 2n + thnnr). (1)

fna

Luogo, multiplicando la ecuacién (23) por v (f) y tomando
en consideracién (27), obtendremos una identidad
‘l 1
w=+ f F(t, u(®) v()de.  (28)

T
A
El error de aproximacion del esquema (24) en In solucidn
u = u (t), o el residuo para el esquema (24) se determina
mediante la férmula

m
4] _h ]
Ynlom *2 buf (Enns un_*) —..l."_l_;."'.'-_u"—L i
-

la cual puede ser escrita, en virtud de la identidad (28), en
la forma
fner

Vo= 3 Of (bnoks Unn) —— | f (& w (@) v (1) dt. (29)

=1 I;_l
Al introducir una nueva variable s = (¢ — t,)/t, escribamos
la integral en la forma mas comoda:

llll i
i ; F (v () dt= | F(ta+s0) 0(s) ds,
1

‘ﬂdl
_ 145, s<0,
F=f(t,u(®) v()=14_, s>0.

De (29) se ve que el primer sumando es una formula de
cuadratura para la integral de la funcién F () = f(t, u(t)
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con el peso v (¢) > 0. El error de aproximacién del esquema
se determina completamente por el de la férmula de cuadra-
tura. Los métodos construidos en esta base se denominan,
ademés métodos de Adams—Siérmer.

La formula més simple de un recténgulo da un esquema

Vnsr—20n+¥n_y _f (f v )
- a0 - ny ¥nlv

'll‘i

1
puesto que — S v(t)de=1.
In-y

Para el problema modelo
d? d
GrtM=0, >0, u(0)=0, G (0)=u,

lenemos
Unﬂ—z:‘n +Yn-a 4 1\.”,. — Q.

Sustituyendo aqui y, = ¢", encontramos g¢* — 2 (1—
— M) g +1 =0 D <0 para M4, 1<
< 2VY'X; ademis, | g, | = | gy | y_el esquema es estable a
condicién de que T < 2V'K 6 VA < 2.

5. Sistemas de ecuaciones. Muchos métodos se extienden
sin cambios algunos al problema de Cauchy para el sistema
de ecuaciones

it uw, >0, u(0)=u, (30)
donde u — (u' (), u® (), . .., uV (t)) es el vector buscado,
yi=("F ... /%), el vector prefijado. Escribamos (30)
en componentes
i}‘:—zf' (t, w), t>0, w'(O)=ul, i=1,2, ..., N.

(31)

Sean u, v do# soluciones del problema (30) con los datos
iniciales w« (0) = uy, v (0) = v,. Para su diferencia z =
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= u — v obtendremos un sistema de ecuaciones lineales

ad
=2y,
f=1

donde a,; es el valor de la derivada 8f"/8u’ en cierto punto
medio (¢, uy), uy = (4 o2, ..., 4 o 40, 27 Wi,
o uM) (0o, <1,j=1,2, ... N). Poresoel modelo
lineal del sistema de ecuaciones no lineales (30) serd repre-
sentado por un sistema lineal

N
DL D =1 (). (32)
J=1
o, en la forma vectorial,
StAu=1@®),  A=(a). (33)

Para que dicha ecuacién sea estable respecto de los datos
iniciales, es suficiente que la matriz A sea no negativa. En
el parrafo que sigue se indicarédn las condiciones necesarias y
suficientes de estabilidad de los esquemas para los sistemas
de ecuaciones lineales (33).

En la prictica nos encontramos a menudo con los siste-
mas de ecuaciones que se llaman rigidos y cuya resolucién
por medios corrientes representa grandes dificultades. Su-
pongamos que (A} son los nimeros propios de la matriz A
(si A no es simétrica, los nameros A, pueden ser complejos).
El sistema de ecuaciones (33) se denominara rigido, si
Re A, >0 (k=1, 2,...,N) y si la razén § =
= max Re Ay/min Re A, es grande.

K A

Si la matriz A es simétrica, entonces todos los nimeros
propios son reales y la rigidez del sistema (33) es testimonio
de que la matriz A es positiva y que el sistema (33) esta
mal condicionado, es decir,

mix Ay

k
Ezt‘TiilTr»‘l‘

Son rigidas, en particular, las ecuaciones gue se obtienen
al reducir las ecuaciones con derivadas parciales a los siste-
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mas de ecuaciones diferenciales ordinarias por medio de la
aproximacién de diferencias de un operador que contiene
derivadas respecto de las variables espaciales (por ejemplo,
el operador de Laplace en el caso de Ia ecuacién de conduc-
tibilidad térmica).

Los métodos explicitos resultaron ser intitiles para la re-
solucién numérica de los esquemas rigidos, puesto que con-
ducen a grandes restricciones referentes al paso a causa de
las exigencias de estabilidad en perjuicio de las de preci-
sién. Aclaremos esto con un njampﬁ:del sistema de dos ecua-

ciones
G tam=0, G tau,=0, 4=(30), t>0
>0, a,>0, a>a. (34)
La solucién de este sistema es un vector
ult) = (u (), uy (1),
uy (t) = uy (0) e, g (t) = uq (0) &2
los componentes de este vector decrecen cuando crece t, con
la particularidad de que |u, (f) | <€ |u, (t) | para t sufi-

cientemente grande.
Tomemos un esquema explicito

I"]”‘It_ﬂ‘ +dw:|=0' l“l’”:l‘l‘ +¢,y:=0.
n=0, 1, ..., 5'?‘;9:{%)- i=1, 2. (35)

El sistema se descompone en dos ecuaciones, cada una de las
cuales puede resolverse separadamente, no obstante dichas
ecuaciones estdn ligadas entire si por la eleccion del paso
comun t. El esquema es estable, si se cumplen simultinea-
mente dos condiciones a1t << 2 y a,v < 2. Por cuantn
a, > a,, ambas condiciones quedan cumplidas, si T <C 2/a,.
E‘ paso admisible t se determina, de hecho, por aquel com-
ponente u, (t) de la solucion que decrece con mayor rapidez.
Para la resolucién del sistema (34) es aplicable un esque-

ma implicito

Mel N nel__, N

L - Wi +ayi"' =0, ¥a - Y i a‘yg'l=0‘

que es estable para cuanlesquiera T y a;, == 0, a, = 0.
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Ultimamente ha aparecido toda una serie de esquemas im-
plicitos, algoritmos para éstos y programas nuevos, fltiles
para resolver sistemas rigidos de ecuaciones diferenciales
lineales y no lineales.

6. Observaciones generales. 1. Al escoger tal o cual
método numérico se toman en consideracién varias circuns-
tancias, a saber, el volumen de los cdlculos, el volumen re-
yuerido de memoria de acceso rdpido del ordenador, el orden
de exactitud, la estabilidad respecto de los errores de redon-
deo y otras. Hemos considerado en todo caso los métodos de
paso constante T = t,4, — t,. La introduccién del paso va-
riable T,4; = ty4y — t, lleva un cardcter formal y, cuan-
do se trata de los esquemas de un paso, no conduce a nuevas
cuestiones de principio. Para los esquemas de varios pasos
(m == 2) las férmulas se alteran.

En el caso general la solucién puede ser una funcién no
mondtona fuertemente variable. Es natural de emplear una
red no uniforme y disminuir el paso (espesar la red) en el
dominio de variacién rdpida de la funcién u (t) con el fin de
asegurar una aproximacién més exacta de u (f) por la solu-
cién reticular. Sin embargo, no sabemos de antemano el
comportamiento de la solucién u = u (). Por eso en la
practica se procede de la manera siguiente: al principio se
realizan los cdleulos en la red uniforme; si se pone claro que
la solucidbn u = u () varia fuertemente en cierto intervalo
ty <<t << t*, entonces la red se hace espesar en lt,, t*] y el
probiema se resuelve en la red no uniforme de esta indole. Se
recomienda, en general, realizar los cilculos en varias redes
que se hacen espesar. Si, al espesar la red, la solucién varia
poco, la exactitud requerida se considera lograda. Con el
fin de elevar el orden de exactitud resulta aplicable el método
de Runge en el que se usan célculos sobre diferentes redes
(siempre que la solucién u = u (t) posee una suavidad sufi-
ciente). En el transcurso de los célculos puede resultar ne-
cesario emplear los esquemas de diferentes 6rdenes de exac-
titud en distintos dominios de variacién del argumento.

2. Nos encontramos a menudo con la necesidad de resol-
ver las ecuaciones cuyos coeficientes cambian furtemente,
por ejemplo

du

S—a(t)u, 10, u(0)=u, (36)
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Una ecuacién de este género se encuentra en la descripcion de
los problemas de la cinética quimica. A titulo de su solucién
interviene una funcion

13
u (:)zu,exp[j a (s) ds}.
0
Sia () = 0, puede utilizarse el esquema de Euler para cual-
quiera:

Un+r = Yn + Taln = (1 + 12,) Yo (37)

Si, en cambio, a (t) << 0, puede suceder que 1 + 1a,, <0
para cierto n = n,, @ Y 4, << 0, es decir, la solucién pierde
sentido. En este caso puede emplearse un esquema implicito

Un +1 = UYn + tanyn-i-ll
Un+1 = ¥/l — 12,), {1 —1a, >1, (38)

que es estable para cualquier 1. Si a (f) cambia de signo pa-
ra ciertos valores de ¢, entonces en aquellos nodos, donde
a () > 0, se debe emplear el esquema eleicito (37), y en
los nodos en que a (t) << 0, el esquema implicito (38).

Los métodos de Adams son menos laboriosos en compara-
cién con los de Runge—Kutta. La deficiencia de los métodos
de Adams radica en lo que el comienzo de los cdlculos no es
usual; para determinar ¥, ¥, . . ., ¥m—; 3¢ emplea corrien-
temente el método de Runge—Kutta. Si se emplean los
esquemas de Adams de dos pasos (y, con mayor razon, de
varios pasos) el cambio del paso 1 requiere cierta complica-
cién de las férmulas, lo que no ocurre al emplear el método
de Runge—Kutta. En la prictica se emplea la combinacién
de los métodos de Runge—Kutta y de Adams con un pro-
«grama de eleccién automitica del paso para la obtencién
de la exactitud prefijada.

§ 3. Aproximacién del problema de Cauchy para
un sistema de ecuaciones diferenciales lineales
ordinarias de primer orden

1. Problema de Cauchy. En este péarrafo se estudiarin

los esquemas de diferencias lineales (de un paso o de dos ca-
pas) que surgen al aproximar el problema de Cauchy para un
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sistema de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias de

primer orden, como también al aprosimar las ecnaciones

diferenciales con derivadas parciales (método de las rectas).
Tomemos un problema de Cauchy

N
WrDap=f (), >0, u'(0)=ul
Jomi

by B cvey NG ikl

Al designar por A = (a;;) una matriz cuadrada de dimensién
N X N con elementos a;; que no dependen de ¢, por u (t) =
=@ v@,.. ")y =00 re ...

.., /(1)) los vectores buscado y prefijado de dimensién
N, respectivamente, escribamos el sistema en la forma

B orau=f@), t>0, u(0)=u,. (2

La misma designacién A se empleard también para un ope-
rador correspondiente que actiia en el espacio H¥ de dimen-
sitn N (A: HN — HN), Introduzcamos en el espacio HN

un producto escalar (u, v) y una norma || u || =V (u, u).
Supondremos que el operador A es positivo

A>0, 6 (Az, z) > 0 para todos los z € H¥, z 5 0.

El problema de Cauchy (1) bajo las condiciones (2) tiene
la solucién tnica. En efecto, supongamos que existen dos

soluciones % (#) y u (¢) del problema (2). En este caso su di-
ferencia satisface las condiciones homogéneas

4 4s=0, t>0, 3(0)=0, s (t)=u(t)—u (). @
Multiplicando (3) escalarmente por z, y tomando en con-
sideracién que (z, -:’—‘):%%(:, z), obtenemos

3 o llllt+ (43, 2)=0,

]

e com Az ), = () de =iz ON

o
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Puesto que A > 0, z (0) = 0, de aquf se deduce que
Iz P =0, z()m0, u()=u(

Indiquemos una propiedad de importancia de la solucién
del problema (2) cuando f () == 0:

le@l<e™M w0, si A =4*>0, (4)
donde A, es el valor propio minimo del operador A:
Al =Mbn k=1,2, .. . N 0<HL <M< .. < hAn

Con el fin de demostrar (4) buscaremos la solucién u (t) del
problema (2) en la forma

N N
=2 an@Wh N @IP= 2 ok @)

fw=i

Al sustituir esta expresién en la ecuacién (2) con f (¢) == 0,
hallamos

N
3 (B3 +Mm) B=0,

y, por lo tanto, % + Max=0, a, (t)=a, (0) e’ de

suerie que
N N
llu (= 2 ab (0) o' < e 3 ak (0)=

= e ju (O

2. Esquemas de diferencias. Introduzcamos una red de
paso T segtin la variable t: wy = {t, = nt,n =0,1,2, .. «}
y designemos con y, = ¥ (t,) una funcién reticular del argu-
mento £, = n7 (o bien n) con valores en H¥. Escribamos un
esquema explicito

@‘i’ Ayn=!m n=0,1, 2, ..., W=Un (5)

de modo que ¥+, se halla por la férmula explicita
Un+1 = Un— T {f‘yn b= fﬂ}! n= 0' 1- 2! v+ ey Ho = Ug (5')
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La solucién y, del problema (5) depende no sélo de T, sino
también de N o del pardmetro h = 1/N: y, = yu,en En
realidad analizamos no solo un problema (5), sino un conjun-
to de problemas {5.,) para cualesquiera v y k. Esto es
precisamente un esquema de diferencias. A titulo de su so-
lucién interviene una familia de funciones {y,..}. Para
no complicar las notaciones, omitiremos los indices v y h
en los casos cuando esto no lleve a equivocaciones algunas.
El esquema (5) es esquema de diferencias de un paso (o de dos
capas).

En general, por esquema de dos capas se entiende una
ecuacién que liga los valores del vector y (t) para dos valo-
res del argumento ¢ = t, ¥y t = l,4,; (para dos capas):

Byn4, = Cyp + Fy, n=01, ...,

donde B, C son las matrices cuadradas N X N (operadores
lineales B, C: HN — HN); y. F, son los vectores de dimen-
sibn N. Dicha ecuacién puede ser siempre escrita en la si-
guiente forma canédnica:

Blau—le | gy =g, n=0,1,2 ..., Yo=up (6
Para determinar y,4, se debe resolver la ecuacién
BY y4y = ®,, @, = By, — 7 (dy, — n)-

Supondremos siempre que existe el operador inverso B-'.
Si B = E es un operador unidad, obtendremos el esquema

explicito (5). Cuando B = E, el esquema (6) se denomina

implicito. Se encuentran con frecuencia los esquemas

Hnat=n | Ayni = Qn (esquema ezplicito puro),  (7)

hn:hu +% A (Yn + Yn+t) = Pn (esquema simétrico).  (8)

Representan ambos los casos particulares (parac =1 yo =
= 1/2) del esquema con pesos

M.‘:&|‘+A(ayn+l+(1_o}yn)=q'nl u=0,1, ..., (9

el cual puede escribirse en la forma canénica (6) con
B = E + otA, (10)
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si tenemos en cuenta que oY,y + (1 — 0) ¥ = yn +
+ 0T (Yn+1 — Un)l7.

3. Error de aproximacién. Sea u = u(t) la solucién
del problema (2) y sea y, = y (£,) la solucién del problema
(6); al sustituir en (8) y, = u, + 5, obtenemos para el
OITOT 2, = p — Up, Up = U (t,):

B3N 4 As, =, n=0,1, 2, ..., 5,=0, (11)

donde
Yo =Qp — Al — BE2010n (12)

es el residuo o error de aproximacién para el esquema (6) en
la soluciébn u = u (t) del problema de partida (2).

Sean |[u ||, . |lv |isy ciertas normas en HN = H,. El
esquema (6) converge, si ||z, |lq)— 0 para T — 0, cual-
quiera que sea n=1, 2, ... . El esquema (6) es de m-ésimo
orden de ezactitud, o converge con la velocidad O (z™),
siempre que

12 llpy = O (x™), es decir ||z, ljyy < M<™,  (13)

donde M = const no depende de 7.

Recordemos que el esquema (B) es de m-ésimo orden de apro-
zimacién en la solucién de la ecuacién (1), si para el residuo
¥, se cumple la estimacién

1¥n llay = O (z™). (14)

Aclaremos las condiciones de aproximacién del esquema

(6) con m = 1, 2. Suponiendo que u = u (f) tiene tantas

derivadas cuanto sea necesario en el transcurso de exposicién,
encontiramos

"‘“-("+-;';‘+}8._;)-+1u+0(ﬂ)'
am (). am(2).
=S T), a0t

—:' (Unts = lhn) = tinya + O (39),
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Vn = @n—(AU-+ Bi)pyyn+5 Albniin+0 () =
=@p— fatin+ U‘-Au"‘;‘)aﬂn +
+(E—B+5 A) trn+0 () =
= 0n—turin+(E—B+ 5 4) tnrin+0 ().

De aqui se ve que la condicién (14) se cumpliré, si
1P — Frtialla = O (=™),

"(E—B"l"—z-ll);&"(”:-o&“). i, 3 99

En particular, para el-esquema explicito (en el caso
5 = E) tenemos

" % Au " @ 0 (),

y 1¥s lky = O (z) cuando || @n — fa+ssa Il = O (7), por
ejemplo, cuando g, = f,.

Si. en el caso del esquema simétrico (0 = 1/2) B = E +
+ tA2, | @n — fatysa lkn = O (%), entonces || ln =

= 0 (5%, puesto que || (E — B + 14/2) u sy = 0; en tal
caso podemos tomar, por ejemplo, @, = fn+i/s-
El esquema de adelantamiento (0 = 1) es de primer orden

de aproximacibn, puesto que ||(E — B + tA4/2) u lhy =

= || Au |ly/2 = O (x).

4. Estabilidad y convergencla. Segiin se ha observado més
arriba, el esquema (6) es estable (respecto de los datos ini-
ciales y del segundo miembro), si su solucién depende conti-
nuamente de los datos de entrada (de y, y de ¢,), con la
particularidad de que dicha dependencia es continua segiin ©
y N, o segin k. Para estimar la solucién del problema se usa-
rd la norma || u ||, y para estimar el segundo miembro, la
norma || v |l,. Hagamos uso de la definicién de estabilidad.

El esquema (6) sera estable, si para cualesquiera y,, @,
existen tales constantes M, > 0 y M, > 0, independientes
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tanto de 7, como de ¥, y,, @, que para la solucién del pro-
blema (6) se cumple la desigualdad

IV on lley < M, N o lly + M, méx || gx llgn-  (16)
0k <n
Si el esquema (6) es estable y posee una aproximacién
{l ¥n ll¢ — O cuando T — 0, es convergente:
Il ¥n — tp llgy— 0 cuando T—0,n =1, 2, ... (17)

(de la aproximacién y de la estabilidad se desprende la con-
vergencia del esquema). En efecto, si el esquema (6) es esta-
ble, entonces para la solucién z, = y, — u, del problema
(11) se cumple, de acuerdo con (16), la estimacién

Nzalley < My méx [[pyl- (18)
Osh<n
De aqui precisamente proviene que ||z, ||,y — 0, si || ¥, lleay—
—+ 0 cuando 1 —

El estudio de la convergencia y del orden de exactitud se
reduce al estudio del error de aproximacién y de estabilidad
del esquema de diferencias (6).

§ 4. Estabilidad del esquema de dos capas

1. Estabilidad respecto de los datos iniciales. Examina-
remos un esquema de dos capas en la forma candnica

BL:“-FAM“—‘%‘ B=0,45 ais

se ha prefijado el valor inicial y, € H, (1)
donde A4, B: H — H (H = HN). La solucién del proble-
ma (1) puede ser representada como una suma y = y® +
+ y™ de las soluciones de dos problemas

BArniz¥n 4 4y, =0, n=0,1, ..., yo=u, (2
Hh“_i:yi“l' AYyn=¢n, n=01, .., ¥o=0, (3]

(¥ es la solucion del problema (2), ¥ es la solucion del
problema (3)).
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El esquema (1) es estable respecto de los datos iniciales,
si para la solucién del problema (2) es justa la estimacidén

N ¥n N < M || ¥ lly: (4)

El esquema (1) es estable respecto del segundo miembro, si
para la solucién del problema (3) es justa la estimaci6én

Mo < My mé . 5
Nyalln < My .ﬂéé.“%llm (5)

Aqui M, M, no dependen de N, T, n.
Utilizaremos una condicién més simple para la estabili-
dad respecto de los datos iniciales:
Hyn ey < W ¥acs s = < 0 N2 Hley <
<l ¥o llny (M, = 1), (6)

y, ademaés, la condicién de p-estabilidad:

Nl <e Nl ¥na iy < - - - < 2" 1 %o lleans
p=>0. (7
Es evidente que el esquema es estable en el sentido de la de-
finiciébn (4), 8i p = =%, donde ¢, = const no depende de
n, T, N. En este caso p™ = esfn < e&T = M, para 0 <<
<t, < T, cp,>0, 0 bien p" <1 para ¢, < 0.
Introduzcamos en el espacio H un producto escalar (,) y

una norma ||z || = V (z, z). Sea D = D* > 0 un operador
positivo autoconjugade. A titule de norma || y |l elijamos
una norma energética

¥l =wllo=V (Dy, v), (8)

En particular, D = A, D = E o D = B (para B = B* >
= 0). De (2) proviene que

Yn+r = Syn, S =E —1B7A, Q)

donde § es el operador de transicién de una capa a la otra.

El esquema (2) es estable en H p, si es justa la estimacién

| ¥n+: llp << I ¥n llpe (10)

De la estimacion || ynsy llp = I S¥n llp < 1| S llp Il ¥n |Ip 5@
deduce que la desigualdad (10) es equivalente a la condicion

i S8lin<1. (11)
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Esta 1ltima condicién es equivalente, a su vez, a la siguiente

Jo=lylb—USylb= Dy, y) — (DSy, Sy) =0
para todo y € H. (12)

De este modo, (10), (11) y (12) son equivalentes, es decir, el
cumplimiento de cualquiera de ellas provoca el cumplimien-

to de dos otras.
2. Condiclén necesaria y suficiente de estabilidad. Teo-

rema fundamental.
TEOREMA 1. Si A = A* es un operador positive autocanju-

gado y eziste el operador B-', entonces para que el esquema (2)
sea estable en H ,:
Il ¥n+a lla < Il ¥n lla (13)

es necesario y suficiente que se verifigue la desigualdad
(By, y)—-”;- (Ay, y) = 0 para todo y € H, o bien
B=5A. (14

pEMOSTRACION. Es suficiente convencerse de equivalencia
entre (14) y la desigualdad J, = 0, donde
= (Ay, y) — (Ay — tAB-'Ay, y — 1B-'4y) =
= 21 (AB-'Ay, y) — * (AB-'4y, B-'Ay).

Al designar B-'Ay = z, Ay = Bz, obtendremos
Ja=2t ((Bz, z)—(Az, 2)) > 0 para todo z€H, (45)

es decir, las desigualdades (14), (15) y, por lo tanto, (13),
(14) son equivalentes. Esto quiere decir que de (14) provie-
nen (11), (12) para D = A y (13) (la condicién (14) es sufi-
ciente para la estabilidad). Por cuanto el esquema es estable,
es decir, se verifica (13) o bien || § ||, << 1, entonces J, >
=0, y, por consiguiente, B > tA/2 (necesidad de la condi-
cién (14)).

oBsERVACIoN. La condicién (14) puede aclararse con un
ejemplo del esquema de diferencias

pAnu—ln 4oy, =0,n=012 ...,2>0 b>0
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con coeficientes numéricos a, b. Este esquema corresponde al
problema de Cauchy

bu' (t) +au(t) =0 t>0, u(0) = u,.
De la férmula y, 4+, = (1 — ta/b) y, se ve que el esquema es

estable, es decir, | Ynsy | < | ¥Un | < - - | Wo |, 81 |1 —
—1alb | <1, —1 <1 — 1p/b < 1, es decir, b > 1a/2. La
analogfa con la desigualdad operacional B > TA/2 es evi-

dente.
3. Ejemplos de aplicacién del teorema fundamental.

esempLo 1. Un esquema explicito: B = E, A = A* > 0.
De la desigualdad de Cauchy—Buniakovski (Az, z)<
<NAz|[lzI<NAllllz|P se deduce A <<|| Al E, o
bien

E> A (16)

Veamos ahora la diferencia B——-74 = E—jtA> T;T s

1 i T
—TTA_-(-"—MT—-T) A. Como que A>0, entonces la

i 1 .
candicidn B—Ttd = 0 secumplird para n_jin' ——;; =0, es
decir, cuando
<< 2/|| 4|l (17

Esta es una condicién necesaria y suficiente de estabilidad
del esquema explicito en H, (I ¥n lla << Il o lla)-

eieMpLO 2. Esquema (9) del § 3 con pesos, A=A*=>0.
Para dicho esquema B=FE +{otd y B—%1A=E+(u—
1 i i .
—-'2—) A = W+ (0’ —'T) T) A = 0, sSiempre que
1
1+ (o —5)<la) >0 (18)
De aqui se ve que el esquema con pesos es estable en I,
para todo T = 0 (incondicionalmente estable), si o = 1/2,

y es condicionalmente estable para t << 1/(1/2 — o)l 4 |I.
si o < 1/2.
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eIEMPLO 5. Estabilidad en H (para D = E) del esquema
con pesos (9) del § 3:
(E +u-:.4)L11-__—'“‘~+dy,.=0. n=0,1, 2, ...,
B=E 4 0tA. (19)
Aplicando el operador 4 -! a los dos miembros de la ecuacién
(19), obtenemos
Blra—ie 4 4y, =0, n=0,1,2 ...,

B=At4otE, A=E, (20)
Este esquema es estable, en virtud del teorema 1, en H.
=H@*=A=E>0 para B — =44
i i i i 5
+(cr == —2-) 1E > (m + (G——z—)r) E =0, es decir, si
se cumple (18) (en este caso se ha tomado en consideracién
la estimacién A-' > "—zl-“E, la cual se deduce de (16)). De
este modo, de (18) se infiere que para (19) es justa la esti-
macién (10) cuando D = A, es decir,
e U< Uy lI- (21)
El esquema (19) puede ser escrito en la forma
Yn+s = SUn, § = (E + otA)-Y) (E — (1 — o) T4),
A =A4*>0. (22)
Por eso, si se cumple la condicién (18), para dicho esquema
es justa la estimacién (21), lo que significa
WE + otd) (E — (1 —o)14) || < A

siempre que 1 + (cr — -%)‘-‘ 4 1l=0. (23

Esta estimacién nos hari falta en lo que sigue.
4. Estabilidad en H .
TEOREMA 2. §Si A = A* > 0, B = B* > 0, entonces para
que el esquema (2) sea estable en H 4
l¥ntr lls < Il yn llss (24)

es necesario y suficiente que se cumpla la condicidn (14).
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‘ DEMOSTRACION. Escribamos el esquema (2) en la forma (9)
y mostremos que la condicién

NSNs<1 (25)

es equivalente a la desigualdad (14), es decir, de (14) pro-
viene (25), y, viceversa, de (25) proviene (14).

; Sea y un vector arbitrario de H; representémoslo en la
orma

N
V= E akEﬁ!
L

donde {E,) son los vectores propios del problema
AEy = MBEy, Ay >0,
1, k=m. k. msf. 2. PRI N

(BEM Em)=6km= 0‘ k;ém. (26)
Teniendo presente que SEy = &y — w84k = (1 —
— 1) £y, BSE, = (1 — thy) BE,, encontramos
N N
By, =B ak (v, =T had,
N N (27}
(BSy, Sn)= 3 ok (1— )< IISIh 2 @i =
=(ISIIs (By, v),
donde
[IS]lb= méx (1—71hs)? (28)
1SAEN

La desigualdad (25) es equivalente a la condicién
™ < 2, k=1,2,.... N, (29)
la cual, a su vez, es equivalente a la desigualdad (14), pues-
to que
s T
(By, ¥) — 5 (Ay, ¥)=2) & (1—5~).
=1
Con ello queda demostrada la equivalencia de (24) y (14).
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5. p-estabilidad.

TEOREMA 3. Si A = A* > 0, B = B* > 0, enionces la
condicién necesaria y suficiente de la p-estabilidad del esque-
ma (2) con p > 0 cualquiera:

l¥ntsllo<plynllp, D=A, B, (30)
serd representada por las desigualdades operacionales
e pcag ity (31

pEMosTRACION. Las desigualdades (31) son equivalentes
a las condiciones (véase el cap. I, § 4, p. 4):

t on g, k=t%.. N @D

donde A, son los nimeros propios del problema (26).

Admitamos que D = B y son justas (31) 6 (32). De (32)
se deduce — p << thy, —1<Tp, |1 — A | < p, vy, en vir-
tud de (27), || § || << p (puesto que || S ||} es una constante
minima, para la cual se verifica la desigualdad (BSy, Sy) <
< M (By, y), es decir, es justa la estimacién (30) suficien-
cia). Si es justa la estimacién (30), entonces |1 — 1k, | <
< p, y, por lo tanto, quedan cumplidas (32) y (31) (nece-
sidad).

Andlogamente se demuestra el teorema para D = A, si
se toma en consideracién que

N
(48y, Sy = 3 akhy (1 —wh)*< méx (1—7h\)? (4y, b).
A=t 1<hN

De (30) se infiere
lya llo << ™ Il o lln-
~ Surge una pregunta: jen qué condiciones tiene lugar la
estimacién aprioristica (30) con p << 1? La respuesta se

ofrece por el siguiente
TEOREMA 4. Supongamos cumplidas las condiciones

A=A*>0,B=5B8*>0,ywB<A<y,B >0 (33
En este caso para la solucidn del problema (2) es justa la esti-
macidn

Dynts lo<pliunlloy p=1—1p D=4, B, (34
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siempre que

fé'l.. "_W' '(35)

Para la demostracién se debe calcular la norma || §||5 =
=||Slla= gﬂ:wu—ﬂ. | bajo la condicién de que y,<<
1

<<y 0<py=A<L<...<Ay=»A; Veamos una
diferencia =1 -2 —(1—T)P2=2% (A —24y) X
X(i—-} (M-—h))- De aquf se ve que ¢,>0 para 1—

—5 (et M) >1—5 (WS 1— T (h—w =0, es
decir, mix |1— 1A, [=1—7y, 8i <7, EIl teorema estd
1SRN
demostrado.
6. ad respecto del segundo miembro. Métode

de las desigualdades energéticas. Analicemos el problema
y reescribimoslo en la forma

Untr + Sun + B9y, n =0, 1, ...,
S =E —B-4, y, = 0. (36)
Hagamos uso de la desigualdad triangular
onss o< USyallo+ Bl <
<USlollynllo + %Il B-'¢n llo- (37)
Si se cumplen las condiciones del teorema 2, entonces B =
=B*>0,D=B,y|lS|lb=1I5lls<1para B> 34,
|| B IIb = (B (B-'pn), B-'9n) =
= (B-'9p, Pa) =l @n b1, ¥ de (37) proviene
Honsr s <l ¥n lls 4 ¥ | @n llo1.
Al sumar segin n =0, 1, 2 . .. y teniendo presente que
yo = 0, obtendremos

n=1
Nualle<< 2} 1l @allsm- (38)
h=0

Esta estimacion aprioristica expresa la estabilidad del esque-
ma (1) respecto del segundo miembro bajo la misma condi-
cién (14).
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Pueden obtenerse también otras estimaciones. Con jeste
fin aprovechemos un método, bastants general, de desigual-

dades energéticas. Sustituyamos y, =% (Un + Unss) — % %

x l‘nol'_l'n en (1):
—_ 1
(B_%A)'h“l.‘—h‘{"f'f!(ynol‘i‘yn}“’Wn'

Multipliquemos esta ecuaci6én escalarmente por 2 (y, +1 — ¥a)
y tengamos en cuenta que (A (Yn+y + Un)y Uni1 — ¥Un)=
= (AYn+1 Un+1) + (AUns Yn+y) + (AYn+1, ¥n) — (AYn, Un)=
= (AYn+1» Yn+1) — (AYn, Yn), Puesto que (Ayn, ¥ni;) =
= (AYn+1, ¥n) en virtud de que 4 es autoconjugado. De re-

sultas se obtiene una sidentidad energéticar»
92t ( (B_% A) Unﬂt_l‘n , Fu-u:yn J+{Ali'nol- Ynet) =
= (Ayll yu} + 2 [@nt ynol —y.-.)- {39}

De aquf se ve que para ¢,=0y B;—} A serd justa la
estimacién (13).

Transformemos 2 (@n, ¥ner—¥n) =27 (‘Pul 'E"l‘_l"__vl)-
Con este fin hagamos uso de la desigualdad

lab | =V Zea) () 55 b) <ea*+ 45 8%

donde @, b, e > (0 son unos nimeros cualesquiera. En nuestro
caso

2(@n Yot —Un)< 20l a || L2720 <

<ove || Lan=te [Py 5 g

Al sustituir esta estimacién en la identidad (39), obtendremos

2:((8-—-35_% .4) Unei—¥n = Vnu—Ve |

T T

F 0 Unes 1A<<I Un A+ 5= | @a 11 (40)
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Si se cumple la desigualdad
B>eE+5 4, >0, (41)
entonces de (40) proviene (sustituyendo n por k)
I Unes WA Il i I+ 25 1 @ 12

Al sumar segin k=0, 1, 2, ..., n — 1, obtenemos una
estimacién
n=-1
N AU allx+ o 2 Tl onli% (42)
A=0

que expresa la estabilidad del esquema (1) respecto del se-
gundo miembro y de los datos iniciales en H ,.

eJempLO. Esquema con pesos (1): B = E + otA. Para
dicho esquema la condicién (41) significa que

u—q5+ﬁ_%hA;&

En particular, la estimacién (42) es justa parae =1 y
a=1/2.
7. Estabilidad asint6tica. Para el problema de Cauchy

—;1:*+Au=0, t>0 u(0) =u,
se ha obtenido en el § 3, p. 1, la estimacién
[lu () I<e | u(0) I,
donde A, = min A, (4).
A

Buscaremos las condiciones, bajo las cuales la estimacién
anéloga tiene lugar para el esquema (2). Usaremos el teore-
ma 4. Supongamos cumplidas las condiciones (33). Enton-
ces, debido a (34), (35)

n 2
Huall Ap™ I Yollas p=1—7Ty, 1€1n=m- (43)

De aqui se desprende una estimacién que expresa la propiedad
de la estabilidad asintética

lfunllasse |l olla (44)

(aqui se ha tomado en consideracién que p = 1 — wy, <
< g~™),
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Analicemos el esquema con pesos y Supongamos que
SE<A<AE, 8=)>0, =Ay=>0. (45)
Calculemos y, y y,. Teniendo presente (45), tenemos

B=E+01A;(% —}—Clt) A= ;—. A;

B..‘g_(-%-—+o1:) .4::;‘: 4, (46)

& A
W=Trewr "= iyem-
Para un esquema explicito y, = §, y, = A la condicién
de estabilidad asintética
<< 2/(8 + A) (47)
es proxima a la condicién de estabilidad usual con p = 1.
Cuando o = 0, la condicién v<C 2/(y, + v,) conduce a una
desigualdad
2420-1/2)cB3+A) —20(1 —0) <A =>0.
Cuando o = 1, se cumple para cualquier 7, es decir, un es-
quema implicito puro con ¢ = 1 es incondicionalmente es-
table asintéticamente. El esquema simétrica

n+1—Fn i
dratn | AUt Un) =0, o=,  (48)

es asintoticamente estable a condicién de que

<<1*, =2/ 6A, (49)
y incondicionalmente estable en el sentido habitual. En este
caso

p= g-llf+°("l<‘-—gh‘
y resulta licita la estimacién

llyall<e ™|yl para T<7*, o=1/2. (50)

¢Qué sucederd, si la condicién T << 1, no se cumple, es decir,
8i T > 1,7 Entonces, méx | 1 — tA, | se lograno parak = {,
sino para k = N yp = 1y, — 1. La asintética de la solucién
de un problema de diferencias (con ¢, grandes) nada tiene en
comiin con la solucién asintética del problema de partida.
De este modo, la perturbacién de la estabilidad asintdtica
lleva a la pérdida de la exactitud del esquema para ¢ grandes.



Capitulo VI

Métodos de diferencias para las
ecuaciones elipticas

En este capitulo se examinarén los esquemas de diferen-
cias y los métodos de resolucién de las ecuaciones en diferen-
cias para la ecuacién de Poisson y ecuaciones elipticas de
coeficientes variables.

§ 1. Esquemas de diferencias para la ecuacién de
Poisson

i. Problema de partida. Examinemos la ecuacién de Pois-
son

b B (s 5 m

Buscaremos su solucién que sea continua en un rectingulo
G=GUTl={=(z;, 2): 0< 2o <y a=1,2)}
y que tome en la frontera I' los valores prefijados:
ull' = p (=) (2)

Un problema definido por la ecuacién (1) y la condicién (2).
recibe el nombre de Dirichlet (primer problema de contorno).
2. Esquema de diferencias «cruz». Para la resolucién
numérica del problema (1), (2), introduzcamos en G una red
Wy = 0 J Y = {31 = (ihy, ishy), ta =0, 1, ... Na,
he = la/N,, & =1, 2} y designemos con y, = yi,i, =
=y (i, &) = ¥ (z;) una funcién reticular definida sobre
wai hy y hy son los pasos de la red segin las coordenadas de
Zy-¥. Ty
Con el fin de escribir un esquema de diferencias para (1),
(2) aproxitnemos cada una de las derivadas @*u/dzy en un
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molde tripuntual, suponiendo
Ot u(ri—hy, 2)—2u (B4 3e) tu (@A Ta)

ozt " Ui
% i U2y, Ty —hy)—2u (z), 34)f-u(zy, T3+ hg) w
911 hi S

el signo ~ significa la aproximacién. Haciendo uso de estas
expresiones, sustituyamos (1) por la ecuacién en diferencias

vih—1, b2, )y i+l b
1 2 h]i 2 1 __l+

Tt (i;l. Wil bt _ s 4y, (3)

o bien, en la forma abreviada,
v, (b4, ‘:)'l‘y;".(‘h b)) = —f (i, L).
En las designaciones sin indices tenemos
by @b @ =—1(@), 2=(ihy, h)Ean(©). (&)
A esta ecuacion se le debe agregar las condiciones de contorno

b=l (z)v = (ilhll i""t} € T a- (5)
La frontera y, de la red estd constituida por todos los nodos
(0, ig), (Ny, ig), (iy, 0), (iy, N4), a excepcion de los vértices
del rectangulo (0, 0), (0, N,), (¥,, 0), (¥V,, N,;) que no se
emplean. La ecuacion en diferencias (3) estd escrita en un
molde pentapuntual

(il -1, ii}v ("1 -+ 1 il)l’ (ilr is}‘ (ilt i: = 1}' (il.‘ 5: + 1)-

El esquema (4) se denomina a menudo esquema cruz. Si
hy = hy = h, es decir, si las redes segiin z, y z, coinciden, la
red w, se llamara cuadrade. En esta red el esquema de di-
ferencias (4) puede ser escrito en la forma

¥ “h "l., =
s ¥ (=1, la)+(y (11, 1)+ (b ba—1)+p (4, +-1)+h2 (4, 1a)
i i

Para la ecuacién homogénea (f = 0) obtenemos

Yl i) =5 [y(h—1, i) +yl+1, i)+
+y iy ia—1)+y iy, a+1)],
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es decir, el valor en el centro del molde se determina como
media aritmética de los valores en los nodos restantes del
molde.

3. Error de aproximacién. Sea u = u(x) la solucién del
problema de Dirichlet (1), (2), y sea y = y (i;, ;) la solu-
cién del problema en diferencias (4), (5). Veamos un error

z(z) =y (z) — u (=), z = (ihy, ishy) € @y,

Al sustituir ¥y = z 4+ u en (4), (5), obtenemos para el error
z = z (z) una ecuacién no homogénea

Az=z.  ta  =—% (z), zEw(G), (6)
con la condicién de contorno homogénea
z=10 cuando z€vy,. (7N
Aqui
¥ (2)=Autf@)=u;  +u;_ +f(2) 8)

es el residuo o error de aproximacién para el esquema (4)
en la solucién u = u (z) de la ecuacién (1).
Mostremos que

I lgu.i'!-;ﬂ. O

M‘—m‘x W I)
En efecto, tomando en consideracién las férmulas

u(z, 4+ hy, z,)=u(z, Iﬂihlg—:(yu )+

+Ll' :_:; {zll :l) i‘al‘ 3-‘-1 (xlr zl}"'

*‘2‘}‘ i (;:u ), 3l=z1 40,k 0<0,<1,

donde

u(zy, Tyt hy)=u(z,, 't:)ﬂ:h:':—:'“(:l- zy) +

"i“ :,; (z, zz)ﬂ:%i'% (zy, z2)+

h a4, -
o S (@ ), m=n Ok 0<6,<1,
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encontramos

b= (B +a—/ @)+ o5 Go 2 +5 5 (=0 2.

De aqui y de (1) proviene (9).

Asi pues, el esquema (4) es de segundo orden de aproxi-
macién.

4. Esquema de orden aumentado de exactitud. Haciendo
uso de un molde nonapuntual (z,, z,), (z, & ky, z,), (7)),
zq + hy), (2, & by, z, £ h,), podemos construir un esquema
que tenga el cuarto orden de aproximacién (y de exactitud),
si suponemos que la solucién del problema (1) — (2) u =

= u (z) € C® (G). Dicho esquema tiene por expresién
Ay =M+ A+ LR AN y= —9 @), z€on
y@)=p(@), zEwm
Ay=yz.0 DlV=Vz.,
9=+ 15 Adf+ 15 Aof-
La comprobacién inmediata muestra que el residuo es
py=Au+o=0(r[). (11)

Para el error z = y — u, donde y es la solucién del problema
(10), obtenemos

ANz=—p(z), z€wy; 2=0, z€7ys (12)

(10)

5. Propiedades del operador de diferencias. Seaﬁ;f(x) una
funcién reticular definide sobre la red w, = w, (G) e igual
a cero en la frontera y, de la red, y sea Q un conjunto de

funciones reticulares y.
El operador 4 se definira del modo siguiente:

Ay= — A;e = —Vzx— };m para cualquier y €Q, (13)

donde € es un espacio de funciones reticulares que estan de-
finidas en los nodos interiores de la red w, y coinciden en
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dichos nodos con 3.;. y (z) = ; (x) para z € ®,. Al designar
¢=)’+J‘—“—;‘-‘fl" para zy, =l —h, O0<z <<k,
o=f+L0 =k 0<m<h,
¢=J‘+J‘—",~,‘f£!l, 0<z<l, Z=h—h,
¢=f+i‘(';l+°’, O<z<l, Z=hy,

@ (z) = f (z) en los demas puntes z € wy, escribamos el
esquema de diferencias (4), (5) en una forma operacional

Ag = g, ¥y, 9EH, (14)

donde H = Q.
Introduzcamos en H un producto escalar
Ny=1 Ny=1 .
wo=2 2yl Lol )hh

1 dy==

y probemos que el operador A es autoconjugado. Represen-
temos A en forma de una suma A = 4, + A,, donde 4,y =
= —VYzx AW = —Vz,,, y mostremos que cada uno de

los operadores «unidimensionaless 4; y 4, es autoconjugado.
Sera suficiente probarlo para el operador A4,. Veamos un
producto escalar

{Aly! l)) i
Ni-1 .

Ny=1 -
== 3 m( 3 Vi (o DG W), (15)

Aprovechemos la férmula unidimensional de Green (cap. I,
§ 4):

Ni=1 & = Lo

D Uz o B (i, i) Ry=

=1

Ni=1 . .
= 2 yliy Gvg, (b f) by

fye=i
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Sustituyendo esta expresién en (15), obtenemos

Ny=t  Ng=1 .
(A, 0)=— 3 ha( B ¥ 05, (s 1) ) = (@, 40).

1o
De un modo anélogo nos convencemos de que A3 = A,,
¥, por consiguiente,
(Ay, v) = (4, + Ay) y, v) = (4,4, v) + (A, ¥) =
= (yn Al"’) + (yi A‘U) = (yn Av)'

es decir, A* = 4.
Si hacemos uso de la primera férmula de diferencias de
Green
N1, . N,
2, Vzum, e B e VB = — 3} (3, iy )

obtendremos
Ny=t N,

(A, = 3 ks 3 (U, (i i)2h, >0,
1yt fy==1

y, andlogamente, (d,y, y) > 0, de suerte que A >0, es

decir, A es un operador definido positivo y autoconjugado.
No es dificil encontrar las fronteras § y A del operador A4,

es decir, los nimeros, para los cuales se verifican las de-

sigualdades 8E << A << AE, donde E es un operador uni-

dad. En efecto, se ha mostrado en el § 4, cap. I que

Np=t Ny
& 5 Wl WK D (s, (W<

Ny-1
<80 B Gk Wb,

donde
4 nh 4 nh
6,n=—ﬁsan'1f, d,———T1 m’—ﬁ.
Al sumar estas desigualdades segin iy = 1,2, ..., Ny — 1,

obtendremos 8, (y, ¥) < (4w, ¥) < 4; (¥, ¥)-
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Del modo andlogo encontramos 8, (¥, ¥) << (Agy, ¥) <
< 4, (y, y), donde

nthy

_ 4 g Thy _ 4 2 Thy
8, = A2 sen 0’ d,—-ﬁm I,

De aqui se desprende

SllyiIP<<(Ay, < AllylP, (16)
donde

a7

En el cuadrado (I, = I, = 1) en la red cuadrada (h, =
= hy = h) tenemos

Ga—.%sen’%, A=%G°ﬂ’-ﬂ§t. ‘s+5='§af' (18)

6. Problema de diferencias en valores propios. Plantee-
mos un problema: hallar tales valores del parimetro A
(valores propios), para los cuales el problema homogéneo

Yz ¥z, +Ay=0, z€aoy y=0, zew (19

tenga soluciones no triviales (funciones propias). Recurrire-
mos al método de separacién de variables y buscaremos la
solucién del problema (19) en forma de un producto

Yz, z) = viz) wizy) 20 (20)

de funcién v (z;), dependiente sblo de x,, y de funcién w (z,)
que depende sélo de z,. Al sustituir (20) en (19) y al dividir
por y = vw, obtendremos

U= w-
Xy e¥s A

o IS (2, T)Eon (21)

Bl primer miembro depende sélo de =z, mientras que el
segundo, sélo de z,; la igualdad (21) es posible sdlo bajo la
condicion de que

V= w-
L M“; ___‘EL—),=|MII’
v w
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donde A" = const. De aqui resultan dos problemas uni-
dimensionales en valores propios para los segmentos 0 <
< b <Ly 0<ithy < I, respectivamente:
L +A =0, O<z,=ih <!,
v=0, =0, Ny, (22)
W, +Aw=0, 0<zm=ihk<l,
w=0, =0 N, (23

donde A® = A — A() o hien A = A 4 A®,
Recurriendo al p. 8 del § 4, cap. I, escribamos la solucién
de los problemas (22), (23) en la forma

4 kyh.
li:‘mTl sen? "2211,
v (z)= )/ sen BB kot 9, N,
kgh
7«;‘.’,’=1ﬁ=—sem ﬂz:,"
Wiy (23) = ,imn%, ky=1, 2, ..., Ny—A1,
: |

donde z, = izhe, i =0,1, ..., Ng, & =1, 2.
De aqui se deduce que el problema (19) tiene valores

propios
Ttkahy

2, ?
ka=1' 2. . olay N,_.1. Cf.:‘l, 2. (24)

y funciones propias correspondientes y, = vy (2,) Wi (z,):

.

lh.l. = i sen?

Kt b,
" I~

nkyz, Tkyzy

i
Yx = Ynw, (24 'td:l/-?,?,"”n 7 ”ET’
:n:'tahcu =0 1, ..., Ny Ke=1 2 cons Ne—1,
a=1, 2. (25)

Estas funciones propias estin ortonormalizadas:

(Uninys Ymum,) = Onim Oaym, -
De (17) y (25) se ve que
6= min Ay =hy,y A=mix Apke =Ani=1, 4,- 11
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donde 6 y A se determinan segin las férmulas (17). Para §
y A son justas las estimaciones

i i 4 4
a;s(?+i),a<ﬁ+ﬁ. (26)

7. Estimaci6én de la velocidad de convergencia del esque-
ma «cruz» . Principio del méximo. Para el error z = y —u
del esquema en el p. 3 se ha obtenido el problema (6), (7),
donde

P(z)=0(hrP, |h P =h] + h} (27)
bajo el supuesto de que la soluciébn u = u (z) € C¥ G)
del problema de partida (1), (2) sea suficientemente suave.
Demostremos que el esquema (4) converge con la velocidad
O (| h |*) (es de segundo orden de exactitud) en la norma
reticular C, es decir, que ||z |l|c = O (| k |*), donde || z |ic =
= max | z (z) |. Para esto nos hara falta la estimacion de

xEwWy

la solucién del problema (6), (7) a través del segundo miem-
bro de ¢. El problema de contorno de Dirichlet es un caso

particular del problema
Z Y =i ¥iia—bio— 1, ¥ -1, (e — Ot 1, V0041, 1. —
— by, - ¥4, 4a-1— B, a4 Wi, 1041 = Pi i
z=(ishy, izhy) Ewpy y=p, €y (28)
donde a=a,,,, b=by, 4, son los coeficientes.
En el caso (4) tenemos
aini.=2(i‘f+‘£f):

bix1, i.=%bi.‘|.*1 =Tif, (29)

by, i,=0.
El operador £ [y} puede anotarse de otra [orma:
LWl =dui e+ -1, 5, Wi, ta— Yi-1,4,) +
+ bitt, 6, o, o= Va1, 1) + 00 i- 1 (B 1, — Y i-1) +
Fbuitt (Wig,— Vi e 1)y (30)
donde dyi,= a4, —by,-1, i, — bu+1, 1a =04y, -1 — iy, 41
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Supondremos cuﬁ:plidas las condiciones
d=dy,0, bis1,4,>0, by, 1,210 (31)

Para el problema (4) tenemos d = 0.

TEOREMA 1. Supongamos cumplidas las condiciones (31)
y que ¢ (z) =0, y |y = 0. Entonces, la solucién de la ecua-
cidén (28) es no negativa, es decir, y (z) = 0 en todos los nodos
de la red @, = o, (G).

DEMOSTRACION. Supongamos que la afirmacién del teo-
rema es falsa y existe por lo menos un nodo z;, = (ifh,,
i3h,) en el cual y (z;,) << 0. Entonces la funcién y (z) ha de
tomar en cierto nodo interior de la red un valor negativo
minimo min y (z) = y (z,). En este nodo se verifica la

g

ecuacién (28). Si d (z,) = 0 y @ (z,) = 0, la ecuacién (28)
se verificard sélo bajo la condicién de que y (z) = y (z4)
en todos los nodos del molde. Sin embargo, por cuanto
@ (z) s 0, existe unnodo z;,, en el que y (z,,) = ¥ (z4,) =
= min y (z) = ¢, < 0, y, al menos en un nodo, por ejemplo,
para r = z;,4, tenemos Y4, > Co, Y, Por consiguiente,
2 (Y lxmx,,, <0, que contradice la condicion L lyl =
= ¢ (z) = 0. La contradiccién obtenida demuestra el teo-
rema.

TEOREMA 2 (TEOREMA DE COMPARACION). Sea y (z) la solu-
cién del problema

Zyl=9, z€wpn Y=H TEW (32)
y supongamos cumplidas las condiciones (31). Si
l9@) |<P(@), z€on |p@I<kE, 2€wm (3

entonces, para la ecuacién del problema (28) es justa la esti-
macifn

| ¥ (z) <y (z) para todos los z € @4
Basta por convencerse de que para las funciones u =

— y(z) +y(x), v=y(z) — y (z) quedan cumplidas las
condiciones del teorema 1, y, por lo tanto, u (z) = 0, v (z) =

> 0, 0 bien y (z) = —¥ (), ¥ (#) < ¥ (), es decir, | y | < -
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_Asi pues, la funcién y (z) es una mayorante. Si la mayoran-
te y (z) queda hallada, la solucién del problema (28) viene
estimada de acuerdo con el teorema 2. Para el problema (4)
elijamos, a titulo de mayorante, una funcién

V@=CIL—(z} +2)), L'=8B+01 @4

Calculemos al principio ¢p=% [y] = — Ay =CA (z}+23) =
=C (A} + Agzl) =4C, puesto que (z);,,, = 57 (& + h)—
— 221 + (z; — Ry)?) = 2. De la férmula (34) se ve que
E = y (z) > 0 en la frontera y,. Volvamos ahora al pro-

blema (6), (7) para el error z = y — u del esquema (4). Eli-
giendo 4C = |y |¢, y teniendo presente que z ],h =0,

obtenemos |z (z) | < y (z) << CL?, de suerte que

2 le<Z-11v fle- (35)

De aqui y de (9) se deduce la convergencia uniforme del es-
quema (4) con el segundo orden de exactitud.

OBSERVACION. La ecuacién (28) puede ser sustituida por
una ecuacién de la forma més general

Zll=a@)y@)— 2 b(z Hy® =9z, (36)
jeom

donde a (z) > 0, b (z, £) > 0, 0 (z) es un conjunto de nodos
t 5 z del molde con centro en el nodo z, con la particula-
ridad de que

d(z)=a(z)= 2] b(z, §=0.
feolx) :
Para la ecuacién (36) son veridicos los teoremas 1 y 2. Cuan-

do se trata de un esquema con el orden aumentado de exac-
titud, el molde consta de nueve nodos, el conjunto o (z) de

ocho nodos, y en este caso a = -;5 (hi* + h3z'), mientras que

en el segundo miembro se tienen coeficientes -;— (5h1* — hz?),
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{?(ﬁh-‘ — h-?), los cuales son positivos s6lo a condicién

de que
1V 5<h/h<V'5,

y, por consiguiente, la estimacién (35) se obtendra bajo di-
cha condicién.

§ 2. Resolucion de las ecuaciones en diferencias

1. Métodos directos. Método de separacién de variables.
El sistema de ecuaciones en diferencias para el problema de
Dirichlet del § 1,

Ay=y;_ +u; . =—1(2), z€op y=p, zTEm (6]

cuenta con una matriz de alto orden (N, — 1) (N, — 1).
Se toman habitualmente N, N, ~ 50 — 100, de modo que
el nimero de ecuaciones en el sistema (1) es igual a 105—10%
La resolucién de un sistema de orden tan alto, por el método
de Gauss, exigiria aproximadamente (N, — 1)® (N, — 1),
esto es, 10°—10' operaciones, si el sistema (1) no tuviera
una calidad muy buena: la matriz del sistema estd débil-
mente llenada y sélo tiene ~5N,N, elementos distintos de
cero. Por esta razén, para la resolucién de un sistema de
ecuaciones en diferencias se logra construir los métodos que
requieren O (N In N) e incluso O (N) operaciones, donde
N = (N, — 1) (¥, — 1). Describamos uno de los métodos
directos de resolucién del problema en diferencias de Di-
richlet de la ecuacién de Poisson en un rectdngulo.
Escribamos el problema (1) en una forma

A=z H Uz, = — 9@, Z€0n Uly=0, @

donde y (z) = y (z) para = € w,, ¥y ¢ (z) se determina segiin
las férmulas (14) del § 1.

Su solucién puede encontrarse por el método de separa-
cion de variables. Sean (v (zy), MY} (k=1, 2, ...,
..., Ny — 1) funciones propias y valores propios del pro-
blema

A + =0, z€wp v0)=v() =0 (3
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Las expresiones para Af) y v}¥' (z,) se han aducido en el p. 6,
§ 1.

Desarrollemos la solucién L (zy, z5) v el segundo miem-
bro @ (z,, z,) segiin las funciones propias {v}¥}:

5 Ny=1

¥ (@, "JE‘.?.J. ch (24) v, (22), 0
Ny—1

9 7= 5 on (@) va (@), 5)

donde zg == i ks, e =1, & v, , Na—1, a=1, 2,
cx, (;) ¥ Py, (z,) son los coeficientes de Fourier, por ejemplo,

Ne- 14
Oua () = 3 hag (21, ko) v, (igha).

Apliquemos un operador A = A, + A, al producto
CayVnys

Acy, (z;) v, (z,) =
= v, (73) Aser, (@) + cn, (31) Agon, (z5) =
Uy, (24) Agey, (2)) — Miey, () W, (25) =
= [Asen, () — Mien, (2.)] vy, (24).

Ahora, al sustituir esta expresion en (2) y al tomar en con-
sideracién (5), obtendremos

N,-1
3 (A, () — Mo, (@) + B, )} on, () =0 ()

Ky

Epn virtud de que la funcién {vx, (z,)} es ortogonal, esta
identidad se verifica sélo cuando es igual a cero la expre-
sion encerrada dentro de las llaves
Asen, (1) — Mier, (1) = —@a, (1),

ky=1,2, ..., N, —1,

= ihy, 0 < i, < Ny, ca, () =0, i, =0, Ny, (7)
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Efectivamente, multiplicando (6) escalarmente por vy, (z,),
tenemos
Ny-1 Ny-1
0= 8 Chenom= 8 (W= (-h.=0,
donde {-},, es el contenido de las llaves (6).

Los problemas (7) se resuelven por el método de factori-
zacién; se necesita emplear N, — 1 veces en total el alogrit-
mo de factorizacion para k, =1, 2, ..., N, — 1. Cono-
ciendo ¢y, (z,), hallaremos la solucién del problema (2)
segun la férmula (4)- Con este fin se requiere, primero, cal-
cular los coeficientes de Fourier gy, (z,) (ks =1, 2, ...

-+ Ny — 1). De las férmulas (4) y (5) se ve que y (z;, z,)
Y @&, (z;) se calculan segiin las férmulas de una misma forma:

N-1
w,=2a,aan-";—’—, i=1,2, ..., N—1, (8)
e

Se ha elaborado un algoritmo especial de transformacién
rapida de Fourier para calcular sumas, el cual permite obte-
ner la suma (8) en el transcurso de 5N log, N operaciones
aritméticas (cuando N = 2", siendo n un nimero entero) en
lugar de O (N?) si se usa el modo de sumar habitual. Este al-
goritmo permite hallar la solucién del problema de partida
(2) en el transcurso de O (N,N,log, N,) operaciones. El
método de separacién de variables puede combinarse con el
de reduccién o descomposicién que representa una modifi-
cacién del método de Gauss. De resultas obtenemos un algo-
ritmo con el nimero de operaciones @ =~ 5N,N, log, N,
que es dos veces menor que el nimero correspondiente para
el algoritmo de separacién aducido més arriba.

2. Métodos iterativos. Los métodos directos son més
econdémicos cuando se resuelve el problema de Dirichlet en
diferencias para la ecuacién de Poisson en un recténgulo.
Actualmente existen programas estdndar en el lenguaje algo-
ritmico FORTRAN y ALGOL para resolver las ecuaciones
de Poisson en un rectdngulo con las condiciones de contorno
de tres tipos y también con las condiciones de contorno mix-
tas. No obstante, cuando el dominio no es un rectingulo o
cuando se analizan las ecuaciones de coeficientes variables,
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se aplican los métodos iterativos. En realidad los métodos
directos son econémicos sélo en el caso en que las varia-
bles se separen. y

En el cap. Il se ha estudiado la teoria de los métodos
iterativos para una ecuacién.

Ay = o,
donde A = A* > 0. La comparacién de diferentes métodos

se realizaba para el problema unidimensional modelo en el
segmento 0 << z << 1:

Yz, = —f (@), z=ih, O0<i<<N, yo=yn=0.

Para el problema citado el operador A tiene la forma Ay =
= —y;,- Las fronteras del operador se determinan por las

constantes

_ 4 5 1th _ 4 g 1A
ﬁ—stT, A—-;TOOST.

El nimero de iteraciones para los métodos, estudiados en el
cap. 111 depende de la razén

[} ath K2
=g =t~ . 9

Veamos ahora, a titulo del problema modelo, un problema
de Dirichlet bidimensional en un cuadrado unitario (I, =
= ly = 1) sobre la red cuadrada de paso h = h, = hy:

Ay=—Y;. —V;.=% O VEH. (10)

El nimero de intervalos por cada una de las direcciones es
N, de modo que h = 1/N.

Las fronteras 8 y A del operador 4 se han determinado
en el § 1 (véase (18) del § 1), la razém n = 8/A coincide
con (9). De aqui proviene que el nimero de iteraciones no
depende del nmimero de mediciones (si hy 5= hy, I, 5= 1,
depende poco). Por esta razén, las estimaciones del nimero
de iteraciones de diferentes métodos iterativos, obtenidas
para el problema modelo unidimensional, siguen siendo en
rigor para el caso bidimensional.

En el caso de una red no cuadrada, el nimero de itera-
ciones para el problema bidimensional puede diferir un poco
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del nimero de iteraciones para el problema unidimensional.
Aqui se examinard sblo el método iterativo alternado
triangular para resolver el problema de Dirichlet en diferen-
cias (10).
3. Método alternado triangular. Para la resolucién de
una ecuacién operacional
=f A=A4*>0, A: H-—H, (11)
hemos considerado en el cap. 111 los métodos iterativos de un

paso (de dos capas), los cuales se anotaban en la siguiente
forma candnica:

B h;::u +An=f k=01, ..., n,
para todo yo€ H, (12)

donde B: I - H, B = B* > 0. Para A y B se cumplen las

condiciones
<A<pB, >0, (13)

donde Y1 ¥ Y2 SON unas constantes.
I nimero minimo de iteraciones min » (g) con y, y v,
1

prefijadas se consigue al elegir los par&matros de Chébishev

e " 2 41—t
STFeon’ O wmAm PTTRE
=1 = -
=1, k=12 .. (149

donde 0} pertenece a cierto conjunto, especialmente ordena-
do, de ceros del polinomio de Chébishev; con tal ordenacién
el método (12) es estable desde el punto de vista de los cél-

culos.
Para determinar la (k 4 1)-ésima iteracién tenemos una

ecuacidn
Byn4r = Fi, Fy = Byy —=thsy (Ayx — .
El nimero de operaciones al calcular y,,, depende de B.

Al elegir
= (D + wA,) D' (D + wA,), (15)

donde 4, y A, son los operadores con matrices triangulares
A} = A,. A, + Ay = A y D = D* >0 es un operador
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arbitrario, obtenemos el método alternado triangular. Co-
rrientemente, 0D = (dy,;,) es una matriz diagonal. En el
cap. 11 fue elaborada la teoria de este método y se han en-
contrado las constantes y,, ¥, ¥ © para las condiciones pre-
fijadas

A>0D, ADA,<H A, 8>0, A>8>0, (16)
las cuales pueden ser escritas en la forma equivalente:

(Ay, )>8(Dy,y), (D' Ay, AY) <5 (Av, V).
En este caso tenemos
- - 2V _5
y para el nimero de iteraciones es justa la estimacién
= ek
rz(:a},-..en‘,(s)—2".21.',ﬁ InZ. (18)

4. Método alternado triangular para el problema de Diri-
chlet en diferencias. Volvamos al problema (10). Represen-
temos el operador A en forma de una suma 4 = A, + 4,,
donde

Ve, ¥z,

vz ¥=
Alyz‘ﬁ""i'_h:_’t A!y=—T_ s ?

y pongamos D = E. El cardcter conjugado de 4, y A,:
Ay = AY se establece por comparacién de sus matrices o
bien con ayuda de la primera férmula de Green en diferen-
cias: (A,y, v) = (y, Alv) = (y, Aw).

Para determinar y,,, obtenemos una ecuacién

Byxiy = (E + 0d,) (E + 0d,) yasy = Fa,

Fy = Byy + Thty (Aun + @) (yn = p. yo = 0 para
€ va)
Los valores de y, 4, se hallan sucesivamente de la ecuacién

(E+0d) i =Fy,  (E+o0ds) s =Ui"
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De aqui obtenemos las férmulas

. %ol (l— 1, 1)+ %ape? (b1, t3— 1)+ Fx Uy,

y.‘ﬁn (‘h ‘l) [ LI y %] 'v;. (I :‘ ;. ) o "}] ]
® ©

I TR =5

= “;'t“‘l"].l,)-]- " b .'"I.l
Yn+s iy, i:)=[ el (:‘4‘::‘”_:_:")"*' ) wpt iy :)]-
(19)

Para determinar y" (i;, ;) elijamos un nodo i, = 1,
iy = 1 en la esquina izquierda del rectdngulo; entonces, los
dos nodos restantes (i, — 1, i,) y (i, iy — 1) del molde
{(is ig)y (4 — 1, !,). (i3, i5-,)} ge disponen en la frontera

y, por lo tamto, y'V' (i, — 1, i) = 5:(1) (i, i, — 1) =0
son conocides. Sabiendo yi" para i, = 1, i, = 1, hallamos

sucesivamente yf{"’ para {, =2, 3, ..., Ny —1y =1
(en la primera fila). Luego suponemos iy = 2 y encontramos

sucesivamente y" en la segunda fila para i, =1, 2, ...

..., N— 1. Con el fin de hallar y,, realizamos los calcu-
los en el molde {(i,, i5), (i; + 1, ig), (i;, iy + 1)} segin
las columnas de arriba abajo: fijamos iy = N, — 1, N, —
—2,...,2,1, y para cada i, cambiamos i,.= Ny, —1,

N,—2,...,2, 1. Empezamos la cuenta de y,,, con el
nodo (iy = Ny —1, i, = N, — 1) en la esquina derecha

superior. Se debe observar que la cuenta de yy., puede rea-
lizarse también segln las filas de derecha a izquierda: fija-
mos ig = Ny — 1, Ny — 2, ..., 2,1 y para cada i, cam-
biamos i, = N,—1, N;—2,..., 2 1. Es mas, el cil-

culo de yi" podemos llevarlo a cabo no por las filas, sino por
las columnas de abajo arriba. Esto lo muestran las mismas
férmulas.

Los célculos se realizan por las férmulas recurrentes (19);
la cuenta es, evidentemente, estable. El algoritmo del tipo
semejante se llama (como ya se ha indicado) algoritmo de
codmputo mévil.

Calculemos el nimero de operaciones aritméticas que co-
rresponden a un nodo de la red: el cdlculo de Fy requiere
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10 operaciones de adicién y 10 operaciones de multiplica-
cién; el clculo de yy 4, con Fy prefijada exige 4 operaciones
de adici6n y 6 operaciones de multiplicacién.

En total se exigen 14 operaciones de adicién y 16 opera-
ciones de multiplicacién para determinar yy,, en un solo
nodo. El nimero de operaciones puede ser disminuido con-
servando en la memoria de acceso rdpido no una, sino dos
sucesiones, {yx} ¥ {wy4+,}, vy empleando para la determina-
cién de yu4, un algoritmo

E + o) vrrys = Ay + 1. (E + OA)pey = Wyt y/a,
Yns1 = Un + Thp1Ph+1-

En este caso para pasar de ¥, & Y4, son suficientes 10 ope-
raciones de adicién y 10 operaciones de multiplicacién por
un nodo.

5. Eleccién de los pardmetros del método slternado tri-
angular para el problema de Dirichlet en diferencias. Para
poder aprovechar la teorfa general expuesta en el cap. 111
(véase el § 5, cap. III), es necesario hallar las constantes
8 y A que intervienen en la condicién (16). En nuestro caso
A = A, + A, = 8E, donde 8 es el valor propio minimo del
operador A igual a

8= 4[" sen*““‘+—maen=""'] (20)

Examinemos ol operador 4,D-'A, = A,A,. Toniendo pre-
sente que

Al = A,y (aiby + agbs) < (a) + a}) (b) + bY),
encontramos
(44 4.y, v)—(A:y- Axy)—

=((Frvm+70e)" 1) < (5 + Ap) (@) ), 1) =
Ni-t Ny-1

(M +a7 ) 2 D )+ W) s, hiha <

LIL T |

<(3p+77) (4v. ).
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puesto que (véase el § 1, cap. V)

Ny=1  Ny-1 Ny=1  Ny-1
(Ay, )= 3 by 5 (v= it By + 5 By 3 Wedhis e
=1 dam0 =t =}
Al comparar las desigualdades
i i A
(A4, < (57 +37) (A0 9) v Aa<T A,
concluimos que
1 i
A=4(37+57)- (21)
Conociendo 8 y A, encontramos 1 = 8/A, y, segiin las fér-
mulas del § 5 del cap. V, determinamos los pardmetros y,,
Y12, &, después de lo cual estimamos el nimero de iteracio-
nes por la férmula

ne)~Ing/ln_, p,=-}i—:§%.

Haciendo uso de n (£), eligimos una totalidad estable de los
pardmetros de Chébishev oy, Ty4; ¥ @ = 2/ 8A.
Comparamos los siguientes métodos de resolucién re-
ferente al niimero de iteraciones n, (&): el método de itera-
cién simple (n{" (e)), el esquema explicito con una totalidad
de Chébishev (ni* (e)) y el método alternado triangular
(n;¥ (e)) para el problema bidimensional modelo (10), em-
pleando las formulas aproximadas n'' (e) =~ 2/h* ng® (e) =

~ 3,2/h, n{* (e) ~ 2,9V 'k para e = 10-* (tabla 2).

TABLA 2
A n&“ (&) n 321 (&) n &3] (&)
1/10 200 32 9
1/50 5 000 160 2
1/100 20 000 320 29

6. Ecuaciones en diferencias con coeficientes variables.

Supongamos que se pide resolver en un rectingulo G =
= {(zy, 2,): 0 < zo<l;,@ = 1, 2} un problema de Dirichlet
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para la ecuacién eliptica de coeficientes variables:
Lu = Lln + L|l.l. = "'"j (I},
z = (zli I.) E Gl u = P ‘z)! z E r! (2‘2)

LuB=-§-::-(k“ (z) o= )| 0<e <k, (D)<en, @=1, 2,

dzg
donde ¢; y ¢, son unas constantes. Para k, == k; = 1 oble-
nemos la ecuacién de Poisson Au = —f.

El esquema de diferencias se construye sobre una red
oy = {z; = (ihhy, ihy) lia=0,1, ..., Na ha = La/Ng,
@ = 1, 2}. Todo operador L, se sustituye en el molde tri-
puntual (zo — kg, Za + hg) por un operador de diferencias

Au= TN o it B Ut
ab=(Eliz Jo, =1 [ ha - ha I

donde ut=1) = u ((iy & 1) hy, fhy), wtEt) = u (ihy, (i, =
+ 1) hy). Para a, y a, pueden elegirse las expresiones mas
simples

8, (7, Tg) = Ky (1, —1/2hy, z,) = K-V2,

ag (2), 23) = kg (2;, 23 —1/2hy) = K-V,
que aseguran el segundo orden de aproximacion:

Aqu — Lou = O (h).

De resultas, al operador Lu se le pone en correspondencia un
operador de diferencias sobre el molde pentapuntual:

Au = A + A = (aug)x, + (@2t )z,
Escribamos un esquema de diferencias
Ay= —f(@), 2 €y y = p(2), £ €vu (23)
< <Laasey a=1, 2,

correspondiente al problema (22).
Introduzcamos en un espacio de funciones reticulares
H = Qx5 el operador

Ay = — Ay, A = 4; 4 Ay
Ay = _'Al.y' Ay = —A;*F
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y escribamos (23) en la forma operacional
Ay =g, yhweEH,
donde ¢ difiere de f s6lo en 4 nodos de frontera
=1, N—-1,0<i,<N)YyO<i{t< N, iy=
=1, Ny —1).

El operador A es, evidentemente, autoconjugado: (dy, v) =
= (y, Av).
De la férmula

N, -l Ll o " L
= 'gl (@wz s, ¥ B = 'Z_f’ (@ (¥z )by
y de la desigualdad 0 << ¢, << a < ¢, proviene que
¢, (Ry, y) < (Ay, y) <3 (Ry, y), o bien R < A <
<R, (24)
donde R es el operador de Laplace estudiado més arriba
Ry=—y;  —Vs.. (25)
De aqui concluimos que
6,0E < A < ¢,AE,

donde 8 y A se definen por las férmulas (20), (21).
Para resolver el problema (23) podemos aprovechar el
método alternado triangular con un operador
B=(E + oR)) (E+ wR,), R, +R,=R, R!=
= R, para D = E.

En este caso tenemos 7‘18 g.A < 7:8, donde y, = ‘-'l'-l':'

Y2 = Cg¥, Mientras que y, y y, se hau encontrado para el
operador (25). Para el nimero de iteraciones tenemos la
siguiente estimacién

@~ 2, R =g A= 2.
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Para una ecuacién de coeficientes variables se requieren
V cile, veces més iteraciones que para la ecuacién de Poi-
sson.
Sin embargo, podemos omitir la introduccién del operador
R, correspondiente al operador de Laplace, representando
inmediatamente el operador de coeficientes variables en la
forma

P
Ay= -:T (c,y;. +'1EW:.) + :'— [m-"‘ -;—ﬂd;.) ’
A= — e (05 e+ g v0m) — 5 (8 et 7 vam)

El operador B se elige en la forma
B = (D + 04,) D1 (D + 04,), (26)

donde D = d (z) E es una matriz diagonal. Para poder apli-
car la teorfa general se deben hallar las constantes § y A

que figuran en las condiciones A = 8D, A,D-'A, g—f:- A.

El coeficiente d (z) se escoge a partir de la condicién de
minimo de la razén n = 6/A, y, por consiguiente, de miximo
de & = 9,/7,. De resultas se obtiene un algoritmo en el que
el nimero de iteraciones n, (¢) depende poco de la razén
¢cqfe;. De esto precisamente nos dice la tabla 3.

TABLA 3
A= 1/32 A= 1/128
N
‘1 D=E D=d(x)E | D=E D=d(x) E
2 23 20 45 39
8 46 23 90 47
32 92 25 180 53
128 184 26 360 57
512 387 26 720 59




Capitulo VII

Métodos de diferencias para resolver la
ecuacion de conductibilidad térmica

En el presente capitulo se examinan los esquemas de
diferencias para resolver la ecuacién de conductibilidad
térmica. Se ha investigado detalladamente una ecuacién
unidimensional con coeficientes constantes. Se aducen esque-
mas de diferencias para una ecuacién multidimensional de
conductibilidad térmica con coeficientes variables.

§ 1. Ecuacion de conductibilidad térmica con
coeficientes constantes

1. Problema de partida. El proceso de difusién del calor
en un vastago unidimensional 0 << z << I se describe por la
ecuaciéon de conductibilidad térmica

du a
donde u = u (z, t) es la temperatura en el punto z del vista-
go en el momento ¢; ¢ es la capacidad calorifica de la uni-
dad de masa, p es la densidad de la masa, cp es la capacidad
calorifica de la unidad de longitud, k es el coeficiente de
conductibilidad térmica y f,, la densidad de las fuentes tér-
micas. En el caso general k, ¢, p, f, pueden depender no
s6lo de z y ¢, sino también de la temperatura u = u (z, t)
(ecuacion casi lineal de conductibilidad térmica) e incluso
de du/dz (ecuacién no lineal). Si k, ¢, p son conslantes, en-
tonces (1) puede anotarse en la forma

du Pu _ 1
—a‘——ﬁz'a—:i"l‘f. !_E' (2)
donde a* = ki(cp) es el coeficiente de conduccion de tempe-

ratura. Sin perjudicar la generalidad de nuestros razona-
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mientos podemos considerar @ = 1, [ = 1. En efecto, in-
troduciendo las variables z, = 3, ¢, = -'l—,' , L ="{, abte-
nemos
du __ %

W—yg-‘nﬁ. o<z <1
Se examinara aqui el primer problema de contorno (a veces
suele decirse: problema inicial de contorno) en el dominio
D={0<z<1,0<t < T}. Se pide hallar la solucién
u (z, t), continua en D, del problema

a2

=g i@, 0<z<i, 0<ILT,
u(z 0)=uy(z), 0<z<<t, u(0, t)=u(t), (3)
u(l, t) = uy @), o<t<T.

2. Algunas propiedades de las soluciones de la ecuacién

de conductibilidad térmiea. En virtud del principio del
méaximo, para la solucién del problema (3) tiene lugar una

estimacidn
mix  fu(z t) <
i=sx<!, 0<SIST
<méx ( méx |up(z) [, mdx [u, ()|, mix [uy(t)[)+
1<zt VST usi<T

T
+j max |f(z, t)|dt. (4)
? Dsx<|

Tomemos una ecuacién homogénea con las condiciones de
contorno homogéneas:

L  O<i<i,  O<i<T,
w0, ty =ufl, t) =90, 0<t<T, (5)
u(z, 0) = uq (2), Ve el £

La solucién de este problema se halla por ¢l método de sepa-
racion de variables en la forma

u(z, !)=$§I cne X, (), (6)
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donde Ay y X (z) son los valores propios y las funciones pro-
pias ortonormalizadas del problema

X"+2X =0, l<z<, X0=Xx1)=0,
iguales a
A = kn?, Xy (x) = V2 sen knz, )]
con la particularidad de que

1
(Xas Xm) = | X (2) X (2) dz = Bpm,
o

s _{ 1, k=m,
10, kssm.
Efectivamente, todas las soluciones particulares (armé-

nicas) uy (z, ) = cye”***X, (z) satisfacen la ecuacion y
las condiciones de contorno (5). De la condicién inicial

u(z, 0)=to @) = 3 enXa (2) ®)

se hallan los coeficientes ¢, = (u,, Xy).
De (6) y (8) se infiere

la @I = (u(z, t), ulz, 1)) =
= il e ™ || X, [pC em 2t i 2 = et ||y 2,
A= A=t

puesto que

“"n"'zazgd‘ M>Aha>...>M=nd
De este modo, para la solucion del problema (5) resulta
justa la estimaci6n

Il () f<<e=™*u I, Ay=n2, 9)
que exprese la propiedad de estabilidad asintética (para
t — oo) del problema (5) respeclo de los datos iniciales

(§ 4, p. 7, cap. V). Debido a que A, = k*n? crece con el cre-
cimiento de k, a partir de cierto momento ¢, en la suma (6)
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se hard preponderante el primer sumando (primera armé-
nica), es decir, tendrd lugar una igualdad aproximada

u(z, t) = ce~MX, (z).
Esta etapa del proceso lleva el nombre de régimen regular.

3. Esquemas de diferencias. En el dominio D introduzca-
mos una red

op={zt):n =, H=J i=01,...
oy Ny h=1IN, 1=0,1;..4 L %©="0IL}

con los pasos: h segiin z y T segin ¢. Al cambiar la derivada
respecto de z por la expresién de diferencias

4-‘2“ =
(5F), ~ e —, = Au,

obtendremos en lugar de (3) un sistema de ecuaciones dife-
renciales en diferencias (método de las rectas)

%=Av!+f(l I=1. g

con las condiciones de contorno e iniciales
vo (8) = wy (t), vy (t) = ug (1), v (0) = uy (2).

Para la resolucién numérica de este problema suslituyamos,
por analogia con el cap. V, la derivada respecto de ¢ por una
razén de diferencias

dvy  viltpe)—vi(ty) _ vit —vd Y

a T - T = ()

y tomemos el segundo miembro en forma de una combina-
cién lineal de valores para t = t; (en la j-ésima capa) y
t = t;4, (en la (j + 1)-ésima capa):
it v
————=0Ayit (1 —0) Ayl + ¢}, (10)
donde o es el pardmetro, mientras que @] es cierto segundo

miembro, por ejemplo, qf = /i, o = fit"?, ete. Se deben
agregar aqui las comdiciones complementarias

vi=u (), vy =us (), ¥i=u(z) (1)
j=0,1, 2, ii4 0<<i<<N.
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El esquema (10) estd definido en un molde 6-puntual
(Zims ty4y) (@6 44a) (@4 )
b X X
X X > 4
(Zi-y, ty) (i, 1)) (Zi41: L)

Examinemos un esquema explicito (o = 0) en el molde
4-puntual:

j+1
¥y v i-1— 2"1+F|+1

Los valores en la (j + 1)-ésima capa se hallan por la fér-
mula explicita

2z
vitt = (1—5%) v+ 55 i+ ¥, ) + ol

En el caso de 0 = 1 obtenemos un esquema completamente
implicito, esto es, un esquema con adelantamiento en el
molde?**:

yj*'—vj y’f‘--zl-““-i-y""‘
i - i= i=1 ;‘ H-t‘-l*‘P‘:- {13)

Para determinar yi*' de (13) obtenemos el problema de con-
torno

Wyt = (1 F) i iti= - Pl o<i<w,

Fi=yi gl vt =i (tye), U = (tya),

el cual se resuelve por el método de factorizacién.
Se usa frecuentemente un esquema implicito qnmétrmo
{a veces se denomina esquema de Crank — Nickolson) con 0 =
1.-"2 y un molde}s’:

P | vj+|_2yl+l+ i —2y’+ 1
i'l. Yis Vi1 1T Vis i
T =g ( [ )-1' @

(14)

Los valores de y +' en la nueva capa se determinan en este
caso también por el método de factorizacién para el problema
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de contorno:
weviti— (V) Ut greiti= Pl 0<i<H,
yitt=uy(2y4), yit =y (ty44), (15)
Pi=(1—5 ) vi+ 5w Wiy ulp) + 70l

En el caso general (para o cualquiera) el esquema (10)
se denomina esquema con pesos. Cuando o = 0, el esquema
es implicito e yj*! se determina por el método de factoriza-
ci6n como una solucién del problema

otAyit —yiti = —F}, 0<i<h,
vt =u(te), ¥ =wa(tps),  j=0.1, ... (16)

Procedamos ahora al estudio de las propiedades del esquema
(10) con o cualquiera.

4. Estimacién del error de aproximacién. Con el fin de
estimar el orden de exactitud del esquema con pesos (10),
se debe estimar primero el error de aproximacion (el re-
siduo) y hallar las estimaciones aprioristicas que expresan
la estabilidad del esquema respecto del segundo miembro.
El esquema de diferencias (10), (11) toma en consideracion
los datos iniciales y de frontera exactos. Escribamos el es-
quema (10) en la forma sin indices. Al introducir las de-
signaciones

i 2 —2yi+ v
y=yi, y=yit, Ay:y;:z___.._.,y‘ﬂ M‘“’“

yitt—yd : 2 :
w=———, ¥Wi=oyti{{1—ay,
obtenemos
¥Ye = 6!"“” + @, {zltj) E W pey Yy (Iv 0) = Uy (I,'
Yo=ml), yn=u, W=t =jr, =01, ...

Sea u = u (x;, t;) la solucion exacta del problema de parti-
da (3) y sea y la solucion del problema de diferencias (17).
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Sustituyendo en (17) y = z 4 u, obtendremos para el error
z = y — u las siguientes condiciones:
I = Aztod + ‘Pl (x' 1’ E m’l“
z(z, 0) == 0, z(0, ) =z (1, &) =0, (18)
donde
v = Au® + ¢ —u, (19)
es el error de aproximacién del esquema (17) en la solucién
u = u (z, t) del problema (3) (el residuo del esquema).
Encontraremos el desarrollo de 1 segin las potencias de

h y T en el entorno del punto (z;, { = t; 4 /,1). Al tomar
en consideracién que

- u 1
uwh=ou+(1—oju= "-; + (0—7J Ty,

A - 1 v, 1@ 1 %y
v=vtg Tty tg e t@as O

- i
p:v(z, t_,-{--z—“),
- A * g5 3 g%
U,,[,ﬁ?.‘_gli+‘__.£__-‘___‘+o(1s),

Au=uz = LutqguV 40 (), Lu=3%,

obtenemos
v=LitT—geto—T+ (o—3)TLge+
2 L g O,
Por cuanto, en virtud de la ecuacién (3),
Lu+f— :—f‘ =0,
entonces
L3 et Lf
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» 4
v+ (9—7+ (o—7) wLF ) +
+ (:‘—;Jr (o—-;-) %) Lu+0 (x4 hY).
De aqui se ve que
Y=0(v+h?) para g=fy o%-;—.
v=0 (v*+h? para =1 y o=-i—-
Si elegimos o de un modo tal que el coeficiente de L%i sea
nulo:
C=0,= 35—, (20)
y ponemos ¢ igual a
=T+ 1z LT, o bien ¢=71 2 A (21)

(ambas expresiones se diferencian en una magnitud O (k‘),
puesto que Af — Lf = O (h*)), obtendremos un esquema
con el orden de aproximacién aumentado (respecto de z):
¢ = O (h* + 7*) para ¢ = o,. Este esquema es también

implicito, por lo cual yi*! se halla de la ecuacién a.tA;} —
— y = —F por el método de factorizacién.

5. Estabilidad del esquema. Volvamos al estudio de la
estabilidad y de la convergencia del esquema (17). Veamos,
primero, el esquema explicito (¢ = 0) y el esquema impli-
cito puro (o = 1). La ecuacién (17) para el esquema expli-
cito se escribird en la forma

2 r
yir = (1) v o hu ) Fvel 0<i<N,
(22)
WH=0, yi'=0, y=uy(z), O<ISN.

Si el coeficiente de y} es no negativo, es decir, si
T < hY/2, (23)
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entonces de (22) proviene que

Ny * el & llc+ 51l @ e, (24)
donde ||y |lc = méax |y, |. La sumacién segin k de 0 a
ngiN
j—1 nos da
) i=1
19 le<Ui¥’llc+ 2 =1l ¢* llc- (25)

Esta desigualdad expresa precisamente la estabilidad en
una norma reticular € del esquema explicito respecto de los
datos iniciales y del segundo miembro bajo la condicién
(23) (el esquema explicito es condicionalmente estable).
El esquema implicito (17) con 0 = 1 se escribiri en la
forma
TAyitt —yitt= — P, Fi=yi+ 19}
o bien
2 ; .
U= (1) i = —FL 0<i<W,
yiofl = y{rl =0.
Ahora, hagamos uso del teorema 3 del § 5, cap. 1: para la
solucion del problema
Ai-y — Ciyi + Arli o = —Fy,
Ci=A41+Ain,+D;, 0<i<N, y=yn=0
es justa la estimacion

Ile<| 5.

En nuestro caso 4, = 4,4, = tv/h®, D, = 1,
H** e < NF*lle < N¥* llc + T 1l ¢* lle.  (26)

De aqui, sumando segin k = 0,1, ..., j — 1, obtenemos
la estimacién (25). De este modo, un esquema implicito
puro es incondicionalmente estable, es decir, es estable para
cualesquiera t y h. Siendo o arbitrario, la ecuacién en di-



§1 E i6n con coeficient, lanfes 273

feroncias tieme por expresion
j 207\ . .
= (145 ) ulr o+ vt = — P
O<i<WN, yt'=y'=0,
2(1— 1— F
Fi= (1—-2450) o+ 552 Gl 4+ 1)+l

De aqui se ve que el coeficiente de Yy} es no negativo, si
At . ht

‘Igm o bien U;i—ﬁ. (27}
Bajo esta condicion || Flle < |y llc + 7|l ¢ llei aprove-
chando, luego, el teorema 3 del § 5, cap. I, obtendremos la
estimacién (25) para la condicién (27). En particular, para
un esquema simétrico la estabilidad en C tiene lugar cuan-
do © << h%. En realidad el esquema (17), con o > 1/2 es in-
condicionalmente estable en C respecto de los datos inicia-
les, de suerte que

g lle < Mo Il ¥ llc,

donde M, = const > 1. No obstante, esta desigualdad se
(dlemuestra de un modo bastante complejo.

Méas abajo se probari que en otra morma la condicién
de estabilidad de un esquema con pesos tiene por expresion

U?Un=%_%, (28)

de modo que el esquema con o > 1/2 es incondicionalmente
estable, mientras que para ¢ << 1/2 la condicién de estabili-
dad, en lugar de (27), se expresa asi
h?
ST (29)

El resultado obtenido (29) se obtiene a base de la teoria ge-
neral de estabilidad.

Por analogia con el § 4, cap. I, introduzcamos un opera-
dor A:

Ay=—Ay,  yEQ  YED,
donde € es un conjunto de funciones y definidas sobre la
red @y = {z;: z, = th,i =0,1,..., N, h = 1/N}eigua-
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les a cero en la frontera para i = 0, NV; o y es un conjunto de
funciones definidas en los nodos interiores de la red z €
Eop={z:3,=ih,1=1, 2, e N —1, h = 1/N}.
Escribamos el esquema con pesos en la forma canénica:
Bz + Az =y (1), t€Ew,, Z(0)=0, B=E 4+ otd.
(30)

Con este fin resulta suficiente sustituir z(®) = gz 4 1 —

—a)z =12z 4 0(z —2) =z 4 o1z en (18).

El operador 4 es, de acuerdo con lo mostrado en el cap. 1,
autoconjugado y positivo: 4 = A* > 0, si el producto es-
calar en H lo definimos segin la férmula

N-1
(y, v)= 121 pvih.

La estabilidad del esquema (30) fue investigada en el
cap. V, donde probamos que el esquema (30) es estable en H ,
cuando

1 1
0;360—5'-—1—”-‘4—“-. (31}
En nuestro caso || A II:T&' cns‘nTh. De aqui proviene gue

el esquema (17) es estable para cualesquiera t y h, siempre
que ¢ = 1/2. Si o0 << 1/2, el esquema seri estable para

1
SUE=aTAT

Al sustituir aqui || A || =~ 4/h?, obtenemos

<< y 4(1/2—o)v<<h®

ht
4(1/2—a)
En particular, cuando ¢ = 0,, tenemos 4 (1/2 — 0,) 1 =
= h%/3 < h®, es decir, el esquema con un orden de aproxi-
macién aumentado es incondicionalmente estable.

6. Convergencia del esquema. Con el fin de demostrar la
convergencia del esquema (17) se debe obtener la estimacién
aprioristica para el problema (30). Hagamos uso de la
desigualdad para z, obtenida al investigar la convergencia
de los esquemas en el cap. V, en virtud de la cual para (30)



§ 1L E ién con coeficientes tant 275

v (18) es justa la estimacién del error
i=t
Il 2? ndagotn P*|| para 020, 02>0,. (32)
Al sustituir aqui Az=z;_, hallaremos

L] o o -] N
21l = (A7, )= — (35, 0 ) = (35 3z) = 2 b (55, )

y aprovecharemos la astimacién

”zlia-'*mﬂxli'J{'f{E hzz, 02) " =2 lla-

{e=1
De resultas obtenemos
j-1
7 e 3 9" Il (33)
R0
es decir, el esquema (17) converge en la norma reticular C
con la velocidad ([ y/ — w’ [lc = [[ 27 {le = O (h* 4 <) para

oz=1/2, d;;scr,,]lzllc—()(‘+1’)a 1/2. Si 0, =
= 0, es decir, si T = h*o, entonces para el esquema 0 = o,
es también justa la estimacién (33) y

|27 |le = O (h* 4 ) para 0 = o,.

7. Estabilidad asint6tica. La propiedad de estabilidad
asintética (para t— oo) del problema (5) respecto de los
datos iniciales se expresa por la estimacion (9). Para ¢ gran-
des la solucidn del problema (5) se determina por la primera

arménica
u (z, t) = g2 X, (z)

(régimen regular). Es natural exigir que la solucién del pro-
blema de diferencias
Yy =6Ay+ (0 —0)Ay; z=ih, t=jr,
=1,2, .. .N—1, j=01,... (34
O =0y, =0, yx 0)=u(z)

posea las propiedades analiticas.
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Eu el cap. V para el esquema vperacional de diferencias
con pesos
By, + Ay =0, t€uw, y(0) =y, B=E-+ oA,

SE< A< AE, 8>0, A=A4*>0
se ha establecido la estabilidad asintética del esquema con
pesos
Iyl <e=% ||yl
con la condicion complementaria
T T (0)

donde 1, = 2/(8§ + A) para un esquema explicito (¢ = 0),
Ty = oo (T es cualquiera) para un esquema implicito (o = 1)
y To = 2/)/8A para un esquema simétrico (o = 1/2). Para
el esquema (34) tendremos

4 nh 4 nh 4
6=F“H2T’ A=T§'00322—, 6+A=F'

Para un esquema explicito (0 = 0) t, = 4*2 y la condi-
cion de estabilidad asintética coincide con la de estabilidad
corriente; el esquema implicito (0 = 1) es, como antes,
incondicionalmente estable. Sin embargo, el esquema simé-
trico (o = 1/2) sera incondicionalmente estable en el ‘sen-
tido habitual y asintéticamente estable bajo la condicion
ht h
T Ty r,=wm —

En este caso la solucién del problema de diferencias (34)
con ¢ =: 1/2, para t grandes, se determina por la primera
arménica:

¥l & c,pf sen nz, & c,e™M) son nz.
Aqui p = (1 — 1/298)/(1 + 1/218) = e 2t (1 + 0 (1?)).
Si la condicién T < t, estd perturbada, es decir, si

T > T,, entonces para ¢ grandes predomina no la primera,
sino la dltima arménica:

TR op’sen n (N — 1) 2, = c,pf (—1)' sen nz,,

_ 12tAa—1
donde p_-m<e

nada en comun con la solucién de una ecuacién diferencial.

~M7, lo que, por supuesto, no tiene
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La exigencia de la estabilidad asintética estd estrecha-
mente ligada con la exactitud del esquema y de hecho signi-
fica también la exigencia de exactitud asintética. Esto se
pone de manifiesto con mayor claridad en los cdlculos sobre
las redes reales para ¢ grandes. Hemos de observar que la
condicién T & h/n para un esquema simétrico no parece abru-
madora. Se demuestra que un esquema implicito puro (o = 1)
puede asegurar una exactitud admisible para grandes valo-
ves de ¢ s6lo cuando el paso T sea comparable con el de un es-
quema explicito, con lo que en los cdlculos para t grandes
el esquema implicito puro queda privado de su ventaja
principal, a saber, la estabilidad para t y h cualesquiera.

§ 2. Problemas multidimensionales de la
conductibilidad térmica

1. Esquema de diferencias con pesos. Examinemos en un
plano x = (z,, x,) un dominio G con la frontera T'. Buscare-
mos la solucion_del problema de conductibilidad térmica
en el dominio G = G 4 I' para todo 0 <<t << T. Se pide
hallar una funcién u (z, t) que esté definida en el cilindro
Or =G x 10, Tl = {(z. t): €6, 0<t < T} y que sa-
tisfaga en Qp = G % (0, Tl = {(z, t): «€G, 0 <t < T)
la ecuacion de conductibilidad lérmica

a *u a3

30 = Lu+1 (=, ), Lu=3{-+?“;, (1)
las condiciones de contorno de primera especie en la frontlera
I' del dominio G

=i, ), z€?, 0siLT, (2)
y la condicion inicial para t = O:
u(r, 0) = u,(z), z€G. (3)

Supongamos que G es un rectingulo:

E={z=(z, 2 02, <!, 0Lz, <L)
Introduzcamos en G una red rectangular
w, = (7= (2, ) alla) =i h,,

io=0, 1, ..., Ny, hog=1,/Ng, =1, 2}
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con la frontera
Ya= {7 = (hhy, Bhy): &, =0, Ny, 0 << iy < Ny
iy =0, N, 0<i, < N,}.

Aproximemcs el operador de Laplace Lu = Au mediante
un operador de diferencias en el molde pentapuntual (véase

el cap. VI, § 1)
Lu ~ Au=ug -, + Uz Uz,

Sustituyamos el problema (1) — (3) por un problema dife-
rencial en diferencias (método de las rectas):

LoD — Avy ()41, (1), i = (igy ) v (0) = g (),

z €on vy (Dly,=m (2), 0t <. (4

Introdumamos en el segmento 0 <<t << 7 una red o, =
= {ty = ju: 0 < t;) << T} de paso 1. Escribamos un esquema

con pesos

YV Aoy +(—0) ) + @ =01, ., (5)

donde y/ = y (z), t)) = y (ivhy, ishyy ty), & = (ijhy, :,h,} =
€ wy. Agregamus a las ecuaciones (5)

Y (I‘ 0] = Uy (I}v I = ("1 1 f,}il) € m!n

Yylo, ) =p (1), z€ya t =j1€ 0, (5°)

De aqui se ve que para determinar y = y’+! en una capa
nueva f = t;,, se debe resolver una ecuacion en diferencias

ﬁ—atA£=F. F=y+{1—0)tAy + 19, 7 € 0,
y=p zE€Y 6)
La resolubilidad da este problema se desprende de lo que
el operador (E — otA) es definido pns:twu para o >
> —1/(t || A ||), puesto que (E — c-rA) y - (E 4+ otd) y
en el espacio de funciones reticulares y que vienen dadas

en lared w, y que se reducen a cero en la frontera y, (com-
parese con el cap. VI). Mostrémoslo.
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Introduciendo un producto escalar

wv=2 @) @) b=
Dp

Ny-1 Na-1
= 5 m B by G, ) v i ) (D)

dymi
y teniendo presente que (Ay, ») < 1Ayl llg Il 4 ll-
|l y IP, encontramos
(E—07A) ¥, ¥)=((E+0v4) y, 1)=
= llyllt+ ot (4, ¥) > (7 +07) (4y, >0,
puegw que (Ay, y) =8 |l y IP > 0 (véase el cip. VI, § 1,
p.

Escribamos detalladamente en la forma de indices una
ecuacién en diferencias

oYy [;"l"- i:+5-'l|+t. 1) — (1420 (v + v2))

X ;h.a.+01f: (il;h-— 1 "{‘!}hlrl- |) = thn (8)
donde
Y=y (Lhy, Gha), yy=1/h}, vo=7/hi,
Fiia=1—2(1—7) (v, +v2) ¥sya +(1—0) X
XV (Uiy=1, it Yipat, 1) H(1—0) 2 %
X (Wiy, ta-t + Yiriz+ 1) + Piyias
!;lm= Ill;h-xa = (‘l":- ighy) € Y-
Dicho problema de contorno en diferencias se resuelve respec-

to de y por los mismos métodos que se usan en la resolucién
del problema de Dirichlet en diferencias para la ecuacién
de Poisson (véase el cap. VI, § 2). Aqui los coeficientes de la
ecuacién son constantes, el dominio G es un rectidngulo, ra-
zon por la cual los métodos directos de resolucion de las ecua-
ciones en diferencias (8) resultan los mas econémicos. Los
métodos jleralivos son menos econdomicos.
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2. Estabilidad y convergencia. Haciendo uso del opera-
dor A, definido anteriormente en el cap. VI:

A9=—A;=—y;l,‘—;:'m- ;Eﬁn y€Q=H|
escribamos el esquema (5) en la forma canénica:
” — L]
BV Ay =@, j=0,1, ... ¥ =up yEH,

B=E+ovA. (9)

El operador 4 fue estudiado en el cap. VI. Es autoconjugado
y definido positivo en el espacio H = Q de dimensién

(NI — 1} (Nt"" 1)0 A= A‘l 6I]B“'~‘<-.“l g-» 6081
dounde

&= -j;-if-:aumz ;‘—l‘+-,%-aen’%;;!;
4 A
A""”ﬁ'“"’%ﬁ"’%m”%’ Ay = 4])- (10

En virtud de la teoria general (véase el cap. V), el es-
quema (9) es estable en H , cuando

|
828,  By=g—m (11)
En particular, para un esquema explicito tenemos la con-
dicién
2 : 2 & x=1
L 2 g AL bien T<(T!+Tf) . (12)

En la red cuadrada (h, = hy = h) la condicién de estabili-
dad del esquema explicito tiene por expresion

T << h/4
(compérese con las condiciones © << h*/2 para el problema
unidimensional). De (11) se ve que los esquemas con
o=1/2,

incluidos el esquema implicito (¢ = 1) y el simétrico (0 =
=1/2), son incondicionalmente estables. El esquema ex-
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plicito (0 = 0) puede escribirse en la forma

wil=(=2(+v) i, +n W, ¥t
+h {yf.;. ig=1 +y{1. i|+|) +T 1is” l13)
La suma de los coeficientes de y en el segundo miembro
de (12) es igual a uno. Si todos los coeficientes son no nega-
tivos, es decir, si se cumple la condicién y, 4 y, < 1/2,
v: = t/h}, vo = t/hi, equivalente a la condicién de estabi-
lidad (12), entonces de (13) proviene una desigualdad

Iy * lle < W lle + 1@’ lle.

Al sumar segin k =0, 1, ..., j — 1, oblepemos la esti-
macién (compirese con el § 1)

i-1
ylle < Ny°llc+ gorum*uc. (14)

gue gueda en vigor para cualesquiera pasos de la red si el
esquema es implicito puro (o0 = 1). En todos los demis
casos la estimacion (14) tiene lugar para 0 =1 — 1/<A,.
Para demostrar la convergencia se debe, como siempre, in-
vestigar el residuo

p=Aou+ (1 —0)u) + ¢ — u,
Teniendo presente que Au = Lu 40 (| h |*), | ' = h} +
+ h:. encontramos, por analogia con el caso unidimensional,
$=0 ((af2 4w + (v~ ) O (x).

Para el error z = y — u tenemos un problema

gitl — i
T

B - A=, j=0,1, ..., 9=z (0)=0.

De aqui y de las estimaciones aprioristicas proviene la con-

vergencia en C del esquema (5) con la velocidad O (v 4 | & |*)

parao #£=1/2, y O (1* + | h |?) para o 1/2 (analogia com-

pleta con el caso unidimensional), siempre que 0 =1 —
1

—a
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Para la solucién del problema se cumple, en virtud de la
estimacion obtenida en el cap. V, una desigualdad

i
127914 < 2} %llv*|l para ¢ > a.,=%—',;—., o> 0,
k=0

donde
lalla = Nl + lelles A= —v;, ., Azy=

Ny Na-1 Ni-1
=3 3 ka (o5, G 24 3 x
=1 ig=1 Age=i

_'yi'.xp

>
- i 2
X 2 o (3, Gy )2
De aqui proviene la estabilidad incondicional de la convet-
gencia del esquema (5) en H , con la velocidad O (t -+ | & )
para 0 % 1/2, 0 >1/2, y O (v* + | h |*) para 0 = 1/2.
La investigacién realizada més arriba debe ser comple-
mentada con las condiciones de estabilidad asintética.
Por cuanto las condiciones citadas t < 7, se han obtenido
para un esquema operacional en diferencias con pesos y ope-
rador arbitrario ’

=A*>0, B,E<A<AE,

pueden ser aplicadas, pues, también para nuestro esquema
(5). Haciendo uso de las expresiones (10) para 8, y A,, obte-
nemos las condiciones de estabilidad asintotica T << iV,

4 |
=2 (T‘! Ee :_I) para un esquema explicito (o0 = 0)

T< 1Y, Y =———, 8, A, de (10), para un esquema
V&h,
simétrico (0 = 1/2).
En particular, para h;, = hy = h, I, = I, = | tenemos

8 nh 8 nh h?
Gon'xl-m‘ T" Anz -Fcos’_zi_, ‘b" _-T’
2 h? h -1 h
-‘0’ =—2_(sen£|‘_) ~_‘



§ 2. Problemas ltidimensionales de ductibilidad 283

El valor limite de t\* es dos veces menor que para el es-
quema unidimensional (5) del § 1.

Un esquema implicito puro (¢ = 1) es absolutamente esta-
ble asintéticamente.

3. Coelicientes variables. Examinemos el problema (1)
suponiendo que Z es un operador eliptico de segundo orden,
con coeficientes variables, privado de derivadas mixtas:

a:. (k‘ (= 8 :T':') ’

Ly =—— (s . D557
e <ke(z, )<cy (@ DEQr =G x (0, 7).

Lu=Lu-+Lu, Lu=

Aproximemos cada uno de los operadores L, y L, mediante
un operador de diferencias Lripuntual:

L! e A].\ Lz ot Agt

Aw= (le;l}xu A = (B,i);l} Tz,
donde a, = a, (i;hy, ishs, t), ag = ay (iyhy, ishs, t) son cier-
tas funcionales de los valores k; y k,, respectivamente; en
un caso mas simple a, = k, ((i; — 1/2) hy, i5hy, 1), a3 =
= ky (i;hy; (i3 — 1/2) hy, 1), lo que asegura el segundo or-
den de aproximacién: Agu — Lou = O (hg), a = 1. 2.
Al operador L se le pone en correspondencia el operador de
diferencias A:

Av = A + Aw = (a5)x + (@205 )5, (15)
Escribamos A,v y Agv en forma de indices
A= o (G 1) by ighs; py Pkt e =t
— ay (ishy, ighgi t) _—-L—"""_:: =tu ],
A== [0 iy, Gt 1) hyi t) —2E 0t —

v —_— s
— ay (ihy, ik 1) At e ten D hlll' L ]
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El esquema de diferencias con pesos tiene la misma ex-
presion (5) que en el p. 1. Se escoge el mismo espacio reti-
zulnr H = Q con producto escalar (7) y se introduce el opera-

or A:

Ay=—Ay= —(m?;;,)-. —(“z;';,»‘rr

Teniendo en cuenta que para el caso unidimensional del
operador 4: Ay = —(ﬂ!};),

o (Ay, ¥) < (4y, ) < e, (Ay, y), Ay = —i=,
0<ec, < a<<c,,

no es dificil convencerse de que las desigualdades semejantes
se verifican también para el operador bidimensional (15):

o

o - o -]
A< A< A, Ay= = — Wiy

De aqui se ve que 8E << A << AE, & = ¢,6,, A = c,A,,
donde 6, y A, se determinan segin las féormulas (10). Para

hallar y = y/+' sobre la capa nueva obtenemos el proble-
ma (6), en el que A se determina de (15). En el caso de un

esquema explicito E se determina en cada nodo z € w, por
la férmula

y=y+ 1 —0) Ay + 1q.

Para los esquemas implicitos (o = 0) se debe resolver una
ecuacion en diferencias pentapuntual con coeficientes varia-
bles. Aqui se emplean los métodos iterativos, de los cuales
‘el método alternado triangular resulta ser mas econémico
(véase el cap. V, § 5); el nimero de naracmnes para dicho

método se expresa por la magnitud O ( — In— ] , siempre que

(t = O (h). La descripcién del metodo .llternmiu triangular
para las ecuaciones en diferencias con coeficientes variables
se ha dado en el cap. VI, si se aplica a Ia ecuacion (6) con
el operador A del tipo (15), debe ser un tanto modificado.
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§ 3. Esquemas economicos

1. Método de direcciones variables. Al comparar los es-
quemas explicitos e implicitos (5), detendrémonos en dos
caracteristicas: el volumen de los calculos para hallar y/+!
y las restricciones que se imponen sobre el paso t.

ESQUEMA EXPLICITO: para determinar y/+! sobre la red @,
hay que realizar un nGmero de operaciones proporcional
al nimero de nodos, es decir, el nimero de operaciones co-
rrespondientes a un nodo no depende de la red w,. Sin em-
bargo, el paso T estd rigidamente limitado superiormente por
la condicién t << 1, (h): T<<h¥4 conh, = hy, = h para
el esquema (13).

ESQUEMA 1MPLICITO (0 > 1/2); para determinar y#+! se
debe resolver un sistema de (¥, — 1) (¥, — 1) ecuaciones
en diferencias pentapuntuales; con este objeto, por lo menos
en el caso de coeficientes variables, se requiere un nimero
de operaciones (correspondientes a un nodo de la red w,)
gue crece cuando |k |— 0.

Surge un problema: construir los esquemas en que se com-
binen las mejores cualidades de esquemas explicitos e im-
plicitos, es decir, los esquemas a construir deben ser incondi-
cionalmente estables con un nimero de operaciones en cada
capa proporcional al nimero de nodos de la red w,. Los es-
quemas de este género suelen llamarse econdmicos. Por su-
puesto, hemos de hacer una especificacién de que los esque-
mas incondicionalmente estables en el sentido habitual han
de ser asintéticamente estables, lo que conduce a una restric-
cién del paso mucho mas débil (por ejemplo, © <5 lh/(2n)
para ¢ = 1/2, h; = hy = h, |, = l; = l) que la condiciéon
de estabilidad (t << h%*/4) para el esquema explicito. Ade-
mas, la condicién t = O (h) es natural para el esquema
O+ |k

Los primeros esquemas econ6micos han aparecido en
los afios 1955—1956 y se han denominado métodos de direc-
ciones variables. La idea algoritmica principal (en la que
se radica la economia) consiste en que para pasar de una
capa t; a otra capa t;4, se deben resolver, por el método de
factorizacion, las ecuaciones en diferencias tripuntuales,
primero a lo largo de las filas y, a continuacién, a lo largo
de las columnas de la red w,.



286 Cap. VII. Ecnacién de conductibilidad térmica

Demos a conocer las formulas del método de direcciones
variables (esquema longitudinal transversal de Pismann-
Recford) para el problema (1) con un operador L: Lu =
= Lyu + L4u, donde L, es uno de los operadores:

9, 5 [ a
Lou= a’; o bien L“"‘:T,(k“(:‘ t}-&l‘;), a=1, 2.

Sean A,, A, los operadores tripuntuales correspondientes
y supongamos que A = A; 4 A,. Introduciendo un valor
intermedio de § = y’+'2, enunciamos el esquema de dife-
rencias de direcciomes variables:

Bl _ g in Dbt 5o
v:om=; para i,=0, N,, (1)
%=Awhm+m‘r’“+?’, z Ewy,
y*t=pi*t para i,=0, N, y°=u,(z), z€wp (2)

donde p es el valor intermedio de la funcién p (z, t) igual a

- +1
R R A, ).

Para hallar y/+172 e y7+! tenemos problemas de contorno en
diferencias

l,(’-:A’yJ*lﬂ_yjﬂﬂ.: —Fi

Fl=y +1/2t (A’ +¢'), zEwy,
,Jun,_'"". =0, N, 3)
I.‘.‘:-rA'yh’l_vfi'l: _F"-lﬂ'
F.i*m.=y!+|n,+ RS (ij+:n+ q,i)' z € wy,

b‘h’m"h‘jl iy=0, N,
El primer problema se resuelve mediante la factorizacién
por las filas (i, =1, 2, ..., Ny —1); el segundo, me-
diante la factorizacién por las columnas (i, =1, 2, ...,

..y N, — 1). El nimero de operaciones correspondientes
a un nodo es finito y no depende de la red.
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El esquema (3) es estable tanto respecto de los datos
iniciales, como respecto del segundo miembro para cuales-
quiera Ty |k | y tiene la exactitud O (t® + |k [*). De esto
podemos convencernos eliminando y+'/* y reduciendo el
esquema (1), (2) a un esquema equivalente de dos capas con
el operador factorizado Bj:

W | ap—@, j=0,1, ..., P=u€H, (4

BI"

B=(E+54) (E+T 4), Aw=—Ad=—Fs,,
a=1, 2,

donde H = Q es el espacio de funciones reticulares defi-
nidas en los nodos interiores de la red .

Esevidente que A, = A >0, = 1,2, 4,4, = A A,.
Por eso B = E 4 1A/2 + 124,4,/2 = E + 1A/2 > 1A/2,
y el esquema es estable.

2. Esquemas factorizados. El operador B, representado

como un producto de varios operadores B = BB, ... By
se llamaréd factorizado, y el esquema correspondiente
BYZZV A=), j=0,1, ..., p=y(0), (5)

esquema factorizado.
Si para la resolucién del problema
Ba.v=Fun a=1, 2,

con el segundo miembro prefijado F, se requiere O (N,N,)
nimero de operaciones, entonces para determinar y/+!, par-
tiendo de y’ conocido, también son necesarias O (NV,N,)
operaciones (el operador B es «econémico)r. Por cuanto

Byt = B\By'+! = FJ,

el algoritmo se reducird a la resolucién sucesiva de las ecua-
ciones

Byt = M, B,y-"*" = yiHin,

Apoyéndose en la teoria de estabilidad de los esquemas de
dos capas, no es dificil, partiendo del esquema con pesos,
construir un esquema factorizado econémico (por el método
de regularizacion).
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Asi pues, supongamos que
A=A, 44y, B=E+4 o014 =E + ot (4, + 4,),
A, = A2, A, = AL
En este caso el esguema (9) del § 2 serdi estable para
o= u,:—;-»—?"’-x”—. Sustitnyamos en (9) el operador B
por un operador factorizado
B = (E + ot4,) (E + 014,),
que se diferencia de B en el término o*t®4,4,,
§= B + G‘T’A:A.-

Como resultado obtenemos un esquema factorizado
§M+Ay,_¢it f=00 1| veny yn=%EH| {6)

del mismo orden de aproximacién O ((0 — 1/2) T + 1*) que
tiene el esquema de partida con pesos. Por cuanto el esquema
de partida con pesos es estable (0 = o,), el esquema fac-
torizado (6) seri estable en virtud de la condicién

B> B> 14/2,
que se verifica, siempre que A, y A, son permutables y
A;=A“>0.G=:1.
Para hallar y'+' obtenemos una ecuacién By+' = FJ,
o bien
(E + ot4,) (E + o1d,) y/+' = P,
Pl = By + 1 (@ — 4y’),
la cual se resnelve sucesivamente:
(E +ot4,) § = F/, (E +otdy) ¥ = j
(con las condiciones de contorno correspondientes). El algo-
ritmo que sigue es mas econémico (a cuenta del cAlculo del
segundo miembro F¥):
(E + otd,)) w+'A = Fi = @) — Ay,
(E + o1d,) witl = witir, yisl — yi = qitl,  (7)
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Sin embargo, en este caso deben guardarse no uno, sino dos
vectores (w/+1/2 6 w'+! e y¥). Cuando o = 1, de (7) se deduce
el segundo esquema de direcciones variables (esguema de
Duglass— Recford)
l'i"_‘:"_l"_,. Agte - Ayl = @,
_yjufl - f;'ﬂfl_vj
T o T .

(E+7A,) e

3. Método de aproximacién sumaria. Con el fin de obte-
ner esquemas econdémicos para la amplia clase de proble-
mas (ecuaciones con coeficientes variables, dominios de
forma compleja, etc.) hemos de cambiar el concepto de es-
quema de diferencias.

Dejamos a parte el concepto habitual de aproximacién
que se ha examinado anteriormente y lo cambiamos por un
concepto més débil de aprozimacidn sumaria. Aclaremos esto.
Supongamos que el paso de una capa j a la otra j 4 1 se
efectiia en varias etapas, en cada’'una de las cuales se uti-
liza el esquema corriente de dos capas que no aproxima la
ecuacion de partida y, no obstante, la suma de residuos para
todo esquema intermedio

p
= E, o (8)

tiende a cero, cuando tiende a cero el paso t segin la varia-
ble t.

La idea del método de aproximacion sumaria puede ex-
plicarse con un ejemplo del problema de Cauchy para la
ecuacién diferencial ordinaria

S tau=f (1), t>0, u (0) = u,, )

donde a > 0 es un numero. Supongamos que

a=ga+a, >0 a>0[f()=/fH({+/[I)
(10}

Es evidente que una representacién de tal indole es siempre
posible.
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Introduzcamos una red w, = {t; =jr, j =0, 1, ...}
y en cada paso (¢, tj,,) resolvemos sucesivamente (en lugar
de (9)) dos ecuaciones

i dv T
T @ teavo=f(), t,<t< bp=t;+—,
1 d
Toarteva=h() tma <t <ty (11)
con los siguientes datos iniciales

v (t) = v (), v () = vy (Ergs)s
i= 0, 11 <. Uy (0] = Ug- (12)

Como solucién del problema (11)— 12) interviene la fun-
cibn
v () = v (2). (13)

Cada una de las ecuaciones (11) se aproximaré mediante
un nstinama de diferencias de dos capas con paso t/2. Por
ejemplo, tomemos un esquema implicito

il Ly ) (e
+aw’t =

yjol._,rjol.al
T

Calculemos los residuos v, y v, para los esquemas (11). Su-

tituyamos en (11)

Y= 1u, prn=gnny Wiz, it gy i

S5 ;
—-T_+a'z’+”:- —_ ¢{|

+ ettt —pl, §=0, 1, ...,
uitys_yj
T

gl gisiye
T

=0, Ppi= +auti— i,
Bi= M.}.azﬂ!ﬂ =,

T
Introduciendo aqui
W= (/2R L0 (32), W = (u— /22 4O (1)
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obtenemos

b = W2 + au — LYH + 0 (9), (15)
P = (/2 + agu — fo)*7* + O ().

De aqui se ve que y{ = O (1), 9} = O (1), sin embargo
¥ + ¥ = O (xr) - 0 cuando ©— 0. (16)

Todos los razonamientos aducidos més arriba, a partir
de (10), (11), (14), quedan en vigor si @, y a, representan las
matrices o los operadores, y u, f, y son los vectores.

De este modo, el esquema (11), (12) aproxima el problema
(9) en el sentido sumario (16) (tales esquemas se denominan
aditivos).

Para demostrar la convergencia del esquema (11), (12)
es menester obtener la estimacién para el error zH! =
= y/+! — yi+! en que se toma en consideracién la propie-
dad (16) de la aproximacién sumaria.

Pongamos

]

Yo =Ya+ i
$¢=(;/2+Gﬂu—fﬂyﬂ“, 1P;ﬂ0(1). CI-=-1., 2,
M=+ Eam 2=+ 8
donde my44, Es4y son las soluciones de los problemas

fljﬂﬂ"'lj"'“;u ﬂjnﬂ"ljﬂn‘l“""ikv
i=o L aaivs Th=0! “7)

(14 a,%) Eppip=E;+ by, (1+a57) §§+|=§;+m+“;¢'
Jj=0,1, ..., (18)
&=0,
V=0 — oy Bl= ¥ — @ (19)
De aqui encontramos v:,= n;-+7T (;p{—l»\?:{) =M= ...
... =mp=0, es decir, n;=0 para cualquier j=0, 1, ...
veey y 2im=E,
Ny+12=TP; =0 (1), ;Fa =0 (7). (20)
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De (16) obtenemos
1812 I<IE 1+ 19 ),

LG 1< Err2 |+ T IR IIE T+ T+ 191

de modo que resulta licita la estimacién
| 2+t l%ﬁl"(l;ﬁ‘.‘ [+ ), @1)

de la cual proviene precisamente (en virtud de (17)) la con-
vergencia del sistema aditive (14) con la velocidad O ().

En lugar de (11) podemos tomar otro sistema de ecuacio-
nes:

dv,
G- av =) <t v (t) =0(t),

dv,
%+“ﬁ"iz}=fx(n- Ht<Ctivn Ui (E) = (L4

1=0' 1l ey D")(O)Ellﬂ.
Como solucién de este problema interviene la funcién
v (2) = yy (2). (23)

A diferencia de (11), aqui ambas ecuaciones se interpre-
tan en todo el segmento ¢; <C t < t;,,, por lo cual la apro-
ximacién de dichas ecuaciones se realiza con el paso T (y no
con el paso 1/2, como en el caso (11)) y da los mismos es-
quemas (14). Los dos métodos de reduccién del problema (9)
al sistema de problemas (11) 6 (22) emplean una misma pro-
piedad

a=a + a, (24)

y la condicién f = f, 4 f,, la cual siempre puede satisfa-
cerse.

Veamos, como un ejemplo, la ecuaciéon de conductibili-
dad térmica

Se=Lutf(z 1),  z=(z, @) (25)

%
Lu=AQu=Lu+ Ly, lu=—5, a=1,2,
*a
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L, y Ly son los operadores sunidimensionaless. La resolu-
cién de la ecuacién
30‘

a;” p Ln”(a)'{' fu.' (28]

serd, evidentemente, un problema més sencillo que la re-
solucién de la ecuacién (25). Las condiciones L = L, + L,,
f = fi + f4 gerantizan la aproximacién sumaria para un
esquema que se obtiene como resultado de la aproximacién
corriente, por ejemplo, con ayuda de un esquema de dos
capas con pesos de cada una de las ecuaciones del sistema

dvy
_';'}_‘:LID(I)"'_.(I! ‘JQ‘Q‘J-FII IJ'{’“=D,.

duggy
= Lway+fo, 4y<t<tyer, Ul =vifl, vitt=upiit.

De resultas obtenemos un esquema aditivo, un esquema
unidimensional local o bien un esquema de fision

i+ 12— yi
!"'.‘_=A| (ot 12 +(1—oy) y) + ¢, T Ewy,
JHl—pi+i/a
e Ao+ + (1— o)) Y7+ 972) + g,
T€wy, j=0,1, ..., (27)
= 2% (), Z € Wp,
Y|, =pitiz, P [y, =pitt.
Aqui Ay =y ., Aw = Ysie, Los pardmetros o, y o,

se determinan partiendo de las condiciones de estabilidad
y aproximacién. Por ejemplo, cuando 0, = o, = 1, obte-
nemos un esquema con adelanto
yi+ Ifz—‘pi
T

J+1__  J+1/2
y tlr’ =Apitt 4@}, j=0, 1, ...

Al sustituir aqui p/ = 27 4+ wf, PR = V8 4 (W +
4+ w2, y+t = 2i+} i+l obtenemos para el error z

= Ayttt gl
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las ecuaciones
S+
T
g+ i1z )
T = At Ly,
donde u es la solucién del problema de partida (25), b,y
P, son los residuos

=A@t 124y,

2 2 T
ﬁ=w‘", u=ul,
De aqui se ve que §, = O (1), p, = O (1), es decir, cada
una de las ecuaciones (27) no aproxima, tomada separada-
mente, la ecuacién (25). Tomemos la suma de residuos

" 1 u— A g
¢f=‘A| e + P4 ‘P;'=Az“'—? u._.u + @2

-

u—u
T

+ P+ =

Y=y +p= A, zu +Agu —

=(Ly+ L) b — S+ @+ 9+ O (t+ | b J2),

donde u = u/+'2. Tomando en consideracién la ecuacién
(25) para t = t;,,/,, obtendremos
V=0+@— L0+ 1k )=0(+ k|3
| B |2=h}+kj,
siempre que
Yt =140 (v
Esto puede ser conseguido suponiendo, por ejemplo,
?1=0, g;=1"*"2 o bien @, =g¢,=71/2.

Se puede mostrar que el esquema (27) converge uniforme-
mente con la velocidad

O (v + |k |"), es decir, || y*' — " ||c = O (z + | k]9).

De los ejemplos aducidos se ve que el método de aproxi-
macién sumaria permite realizar la particién de los proble-
mas complejos en una sucesién de problemas mas sencillos
y simplificar considerablemente la resolucion de los pro-
blemas multidimensionales de la fisica matemética.



Anexo

Algoritmo de marcha y método de reduccién para
resolver sistemas de ecuaciones lineales con
matriz tridiagonal

En varias aplicaciones se encuentran problemas que conducen a la
resolucién de los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales especiales
&cnn una matriz enrarecida que cuenta con muchos elementos nulos)

e orden superior. Los sistemas de tal género surgen al realizar una
aproximacién de diferencias de las ecuaciones elipticas o bien al uti-
lizar esquemas implicitos para la ecuacién de conductibilidad térmica.

Al aproximar en el cap. IV una ecuacién diferencial corriente
de segundo orden en el molde tripuntual, hemos obtenido una ecua-
cién en diferencias de segundo orden la cual representa un sistema de
ecuaciones algebraicas lineales de (N — 1)-ésimo orden (N — { es
el nimero de nodos interiores) con la matriz tridiagonal. Con el objeto
de resolver dicho sistema se ha construido en el §a§, cap. I un método
cuya realizacién requiere O (V) operaciones aritméticas.

En el cap. VI h btenido, aproxi do la i6bn de Pois-
son bidimensional en un molde pentapuntual, un esquema de diferen-
cias, a la cual corresponde el sistema de ecuaciones algebraicas lineales
con matriz pentadiagonal de orden N = (¥; — {) (N; — 1), donde
Ny—1,Ny—1es ef nimero de nodos interiores segin cada direccidn.
al partir el vector de incbgnitas en bloques, cada uno de los cuales con-
tenga N, — 1 ela tos, obtendremos una inscripeién del sistema con
maltriz tridiagonal de bloques, con la particularidad de que el nimero
de bloques en la matriz citada es igual a Ny — 1. Para tal sistema
hemos estudiado en el § 2, c‘:,p. V1 el método de separacién de varia-
bles con la estimacién O (N log N) para el nimero de operaci
Cuando los sistemas semejantes se resuelven varias veces se hace muy
importante que los algoritmos computacionales sean econémicos.

Més abajo construiremos un método directo para resolver siste-
mas especiales con la matriz triagonal, el cual exige s6lo O (N) ope-
raciones tanto en el caso en que los elementos de la matriz son escalares,
como en el caso de la matriz de bloques.

1. Estudiemos al principio un caso en que los elementos de la
matriz son escalares. Escribamos el sistema con una matriz tridiagonal
en forma de un problema de diferencias tripuntual:

—pa+Cri—mp=Fn 1IN —-1{, y=0,
yn =10, (1)

donde C es un nimero, y supongamos que N = 2k 4 1. Si escribimos
la ecuacién en diferencias de segundo orden (1) en forma de las rela-
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ciones recurrentes
n=Cn—ypa—F, 121, =0 2

no serd dificil notar que todas las incégnitas y; pueden ser encontradas
sucesivamente por la férmula (2), si calculamos y, de tal o cusl modo.
En este caso, cualquier y, se expresaré linealmente en términos de y,
oy 'Jii'gdo lo dicho nos permite escribir para cualquier i = 1 una co-
n:iu n

Vi1 = @y — Byave — Py 3
con los coeficientes @y, P;, py que por ahora quedan indeterminados.
Si ponemos

@=1, P,=0, py=0, (4)
entonces (3) se verifica también para { = 0. Asi pues, la solucién del

blema se buscaré en la forma (3) para cualquier ¢ > 0.
ne Anotando (1) en forma de las urncionu rgjurrmm

VMa=Cn—yp—F, ISN—1, yx=0 (5)

y razonando anilo, te, llegamos a que la solucién del ble-
ma (1) para cualq:u,er i< N s:spuedo huge“ar en la forma pre

Vice = ENUN-) — MN-aUN — Ny, (6)

si ponemos
=1, n,=0 g, =0. 0]
Observemos que si yy_; queda determinado, todos los y; se pueden

calcular sucesivamente segin la férmula (5).
Hallemos y; e 1 -1+ Con este fin determinemos los coeficientes ;,

?:;_ E” T’ﬁ':,f,'{;,, dno'::p-m (2) y (3) para i =1, y (5) y (B), para

y=5L=C fo=n=1, Pr=F, @=F. (8)
Encontremos ahora las férmulas recurrentes para determinar los
coeficientes buscados. Sustituyamos (3), al igual que las expresiones
para y; e y;-; que se desprenden de (3):
Vi = galy — Pi-alo — Pi-1v it = %y-s¥s — By-s¥o — Pr-m
en la ecuacién (1). Obtendremos
—(®i-g — Cayg + &) yy + (Br-s — CPi-s + Bi-1) v +
+Pia—Cpiatp=F, I>2
Para que estas igzunldadu sean idénticas con f cualquiera es suficiente
para | >
pi=Cpiy — pia + Fy, (9)
@ = Cojey — X-gy  Brg = CPy-g — Pi-a- (10)
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nﬂoflmnb. haciendo uso de 1), obtendremos <
< N uulmlonummm’,() -

IN-i=ClN—i-1—IN-1-2F+F1r
Envo1=Cly_i—1—fN-i-t, MN-i1-1=Cy_ -2~ IN-i-2-

Al sustituir aqui N — { por {, tenemos para { >» 2 las férmulas si-
guientes

@ =Cqs — qt-2 + Fr-ps (11)
Bi= Chaa — Bi-vv M = Oy — Mype (iz)
M .l.uiﬁunu.lu 4 —(12) determinan por
l’“ﬂ () (7) s ) del

) u- 10) ¥y (12) MI: l; mdlc.i moSi
. = = a
l(" l(grmulu @, () b N it ™ e
Vigr = Gy — Gl — Pie 42 0, (13)
Vi1 = ON-1UN-1 — GN-1aUN —an-1» F<N, (14)
donde
Pi=Cpjy—piat+ Fiy 122, p=0, pp=F, (15)
a=Cqy — Qs+ Froy 122, g=0, @= Fyq @16
@ =Cojy —@_gq 22 ayg=1, ao=~=C 17

Hallemos ahora Con este fin pongamos en (13) i = k,
y en (H)t-k+2”’i‘m¥§a opmentoquaﬂn-2k+l{mdm

Y+t = Gpls — Ep-alle — Pir Va1 = Ep Ny — Ox-sVN — Tp-1-

Restando la primera igualdad de la segunda, obtend una 16
respecto de y; ® yn_y:

Gy a¥N-1 — by + Tp-aly — En-a¥N = Gh-1 — Pa- 18)
Obtengamos una ecuacién mas para y; e yn-y, suponiendo { = k — 1

en (13) yi=k 4 1 en (14), ¥ nutrayun 0 la segunda ecuacién de la
primera

—GpYN -1 + Gx-1ly — Gp-ale + Fr-WN = Pp-1 — Gas (19)

Teniendo presente que y, = yy = 0, sumemos y sustrayamos (18)
y (19). Obtendremos un esquema equivalente

(@p-1 — @) (YN + V1) = Gx-2 — Px + Ph-1 — s
(@p-1 + @) WN-g — W) = a1 — Pr — Pra -+ i 0)

al resolver dicho sistema hallaremos los valores buscados de y, e yn-1*

= (@hy —ak)? lay (@n-1 — Px) + B (P — @) (21
yn - = (@hy — &) [ex_y (gra — Pa) + G (Pra — @)
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De este modo, el algoritmo de resolucién del probl (1) con-
siste en calcular por las [6rmulas (15)—(17) los coelicientes py_y, py,
73-1, x+ @x—ys @y, por las formulas %2‘1; loa valores de y;, yn-1, TOI' a

rmula (z}ll‘u incggnii.as vi. i1=2,3, ..., kypor la férmula (5)
para i =N —2 N —3, ..., k+ 1 con y,, yy dados e y;, yn-1
calculados, El algoritmo descrito recibié el nombre de algoritmo de
marcha. Es fcil calcular que para su realizacién se necesitan aproxi-

damente BN operaci Podemos mostrar que si ¢’ s 2 cos ma/N,
m es un nimero entero, entonces el problema (1) es resoluble para cual-

quier miembro segundo y af a ¥ af. Por consiguiente en este caso
las férmulas (21) no contienen la operacién de divisién por cero.

El algoritmo de marcha descrito arriba puede ser empleado tam-
bién en un caso en que € es una matriz cuadrada, F, son los vectores

refijados, as , los vectores buscados. Ha de notarse que el problema de
irichlet de {{ ias para la i6n de Poisson (véase el cap. V1)
sobre una red recta ar uniforme segiin cualquier direccién, intro-
ducida en el rectd 0, puede ser escrito en la forma {13. En este caso
los valores de la funcién reticular buscada correspondientes a la i-
ésima fila son los componentes del vector, mientras que la matriz C
es tridiagonal y su orden es igual al nimero de filas interiores de la red.
s SegﬂM el orden d;}a ullnatri: C. Entonces los v‘ectiare? 1» 43 00 gi]o
ensién M y para calcular py_y, gy, Py, ga Segtin las férmulas (15),
lﬂ)aesxilgiri.n (MN) op 7 Els evidente que el mismo nimero
e operaciones se necesitarfn también para encontrar los vectores y,
2 1 x N — 2 segiin las férmulas (2), (5). Veamos ahora la cuestitn
sobre el célculo de y; e yy_;.

De la f{6rmula (itl'] se deduce que o, es un polinomio de grado k
de C, ademés, si C es un nimero, entonces ay serd un polinomio alge-
braico, y si C es una matriz, &, serd un polinomio matricial. Para un
polinomio que satisface la relacién recurrente (17) existe una repre-
sentacién explicita: a) = Uy (C/2), donde Uy (z) es el polinomio de
Chébishev de segunda especie de grado k:

sen (k1) arccos =
" sonarccosz ' Tty
Up (=)= (33} A1
(z-l-Vs‘—-!) —(z— Y 3—1) , 11>,
2y -1

Haciendo uso de la expresién explicita para ay, k 3 0, y teniendo pre-
sente }m es un polinomio cuyo grado mayor tiene el coeficiente
unidad, pt;?mou obtener los siguientes desarrollos:

Gy — gy = N (c—zm@E_éP’iz) ,
A

Tt (22)

oy Gpay = H (C—zmuzf:i B) =
[E]
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Recurriendo a (22) y (23), truy al siguiente algoritmo para
hallar y; @ yw-a:

Uy = P — Q-1 — Ph-1+ Gne  Wo = Gx-1 — Ph — Pa-1 + e
(21 —1)n -
(C—zm—ws) vp=Vl-g»

(C—Ecuﬂ—-z‘:-‘—_i_tﬂ) wi=wiey, =1, 2, «-s Ky (23)

p1=0,5(@x—wp), ¥n-1=0,5 (ot+wn)

Por cuanto cada uno de los sistemas (23) cusnta con una matriz tri-
diagonal imero de tales sist s 2k) y puede ser resuelto por el
método de factorizacién realizando O ’}M) operaciones, entonces para
oncontrar y, e yy -, s necesitarén O (VM) operaciones aritméticas.

Asi pues, para resolver el sistema (1) con la matriz triagonal se
ha construido un método en el que el nimero de operaciones aritmé-
ticas es proporcional al nimero de inchgnitas.

Fijémonos en que el algoritmo de marcha construido puede ser
numéricamente inestable. En efecto, si el nimero C satisface la con-
dicién | € | > 2, entonces para el algoritmo resulta caracteristico
el crecimiento del error, exponencial nsgﬁ.n N, puesto que entre las
raices de la ecuacién caracteristica ¢* — Cg + 1 = 0 se tiene una que
en médulo es superior a la unidad. La inestabilidad del mismo tipo
tiene lugar también cuando la matriz C tiene valores Ipmﬁio.-l que son
superiores en médulo a 2. Para los problemas de esta ndole esth cons-
truida actualmente una variante del algoritmo de marcha estable en
aquel sentido que el error crece, al crecer IV, segiin la ley potencial.

2. Método de reduccién. En algunos casos, al resolver los sistemas
de ecuaciones algebraicas lineales con una matriz tridiagonal, es de
mucha importancia la exactitud de la solucién obtenida. El analisis
de las férmulas del método de factorizaciébn que se emplea para re-
solver los sistemas citados muestra que la fuente del error puede ra-
dicar en las férmulas para calcular los coeficientes de factorizacién.
Estas férmulas contienen la operacién de divisién por una diferencia de
las magnitudes que son préximas en su valor. Més abajo se dard a cono-
cer o] método de reduccién para resolver dichos sistemas, privado de la
deficiencia mencionada.

Asi pues, supongamos que ss requiere hallar la solucién de un
problema de diferencias tripuntual

—aia ey — b =f 1<I<N —1, 24)
Ve=0, yn=20,

donde ¢; = ay + b; + dy. ay > 0, by > 0, dy > 0, N = 27, La idea
del método de reduccib iste en que del sistema (24) se eliminan
consecutivamente las incégnitas con niimeros impares primeramente,
y a continuacién con los numeros miltiplos de 2, ete.
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Eascribamos tres ecuaciones del sistema (24) que vienen una tras
otra con los niimeros { — 1, , i + 1, donde { es un niimero par.

—p¥p-s F (81 + by + disg) vy — by = fi-m (25)
=i+ (a4 b+ dy) yy — bypyy = £y, (26)
—apabit (@ + b + A4 Vg — Brpiss = fipre (27)

Multiplicando la ocul.c.;dn (25) por a'P = a; (ajy + by + dyy)t,
ceuacions’ realbes n 28] gaca' Loy 4+ 7 mumendo s
—a{"y_ 3+ o+ 00+ a1y — bW s = 41,

=2, 4, 8, ..., N—=2, pg=0, yy=0, (28)
donde af) = a{lla, , D= 8%, 4, aiP = af'™,_, + 4, +
+ﬂt!1}dl+il fsu"ﬂin!;_1+h+ﬁﬁ”!|+,. 8i las incégnitas con

nimeros pares quedan halladas (ellas satisfacen el sistema , en-
tonces las demés incégnitas se dsmmlnm.ngﬁ; la lbrmul(azs” .

i h+¢$,f!+bm" - B
= ajy 1+d; v 4=1,3,5, ..., N 1

Es evident el p descrito de eliminacién de las incégnitas

puede ser |p?l%:do al sistema (28), del cual serin eliminadas en el -
segundo paso las incégnitas con los niimeros miltiplos de 2, pero no

multiglon de 4. Como resultado del l-ésimo paso gsl proceso de eli-

minacién obtendremos un sistema

=%, gt ) b =D, 29)
=21, 2.21, 3.21, ... N2, Vo=0, yy=0,

donde
fPmaPullo 0, o= g,
o0 =1 a4 ORI
A= AR, (30)
aff o off 1) (a0, i, 4 o100, ) 1,
B = ) (0, 400, ),
=20, 2.20, 3.20, ..., N=2I, I>1.
Aquinllcm las designaciones a{P = a, (P = by, dP = d,, jP = f;.

nacién se dard por terminado en el (n—1
¢simo paso, cuando el sistema (29) se componga de una sola ecuacién
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respecto de la incognita yn/y = yan-1. De esta ecuacién encontraremos
o)+ o Do+ b
oS+ D+ e
Las incégnitas restantes se determinarin segin las férmulas
Y T
ELEW O

’l"‘l = + We=n=0. (31)

|=21, 3.21,

donde l=n—2, n—3,...,0,
la férmula (32) incluye la férmula (3"1*) para |l = n — 1.

Asi lpm. aplicindose el método de reduccién, en el paso directo
so calculan atd), b}, dd) , f]) segin las férmulas (30) para 1= 1,
2, ..., n—1, y en el paso inverso se halla la solucién buscada por
la fﬁmulansaz} para l=n —1, n — 2, ..., 0. Ha de ser notado
que el método no re%:lieu una memoria complementaria, Tm que
las magnitudes at}), b}, d(D), {) pueden ser dispuestas en los lugares
respectivos de ajl7il;, b{f)., @, fi4-1. Para realizar el método
se necesitan 12N adiciones, 8N multiplicaciones y 3N divisiones.
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Lista de designaciones

@y = (t; 1= 0,1, ..., N}, red con nodos de niimeros enteros
q—[:;—ﬁt.oli;il{ﬂ.l]‘tﬂﬂl.lﬁ uniforme de paso A en

.l 1)
h, paso de la red o,
z;) = y (1), valor de la funcién reticular en el {-&simo nodo

" et e
@y, red no uniforme
hy = 2 — zq_4, paso de la red no uniforme @)

By= 5 A+ byy)

Upi,= v (%}, 43), valor de la funcién reticular bidi ional en el)
nodo (}. n

viyty= v (=i}, 22, tn), valor de la funcién reticular en el nodo (4, /)
en la n-ésima capa temporal

vij'= b, valor de la funcién reticular bidimensional en el nodo (t, f)

sobre la (n + 1)-6sima capa
Ay; = yg4q — vy, diferencia derecha en el (-ésimo nodo
V¥ = Y — ¥y-1, diferencia izquierda en el i-$simo nodo

8y, = — (yy; + Ayy), diferencia central en el i£ésimo nodo

Aty = A ( yi4) = A (Ay)), diferencia de segundo orden
Vsl - E;M_, —'; /h, dar{va{h de diferencias derecha en el nodo z,

vE.1 = (y1 — Yi-1)/h, derivada de diferencias izquierda en el nodo =z,
Vyy = Wir — 1t 1 )/(2h), derivada de diferencias central en el nodo =,

?,, - ﬁ{r:"'&l_ﬂzi'“nt Yi-1)/h?, segunda derivada de diferencias

v), producto escalar de los elementos y, v€ H, |y | =V {v. »)
operador unidad

operador conjugado del operador A

, operador inverso al operador A

0, operador positivo

0, operador no negativo

8E, 8§ > 0, operador definido positivo

v la = V{Ay, ), y € H, norma energética

vl
spacio de unciones reticulares:

A*

m= A
—VVV.~



Lista de designaciones

n-ﬂ'.pl— {"(. I—O. PR T N}

Oy, = {78 i=0,...,.M l"-on 'ﬂ-o}
J1, funcién del Gy,

Qf= (i, t=0,1, .... N—1)

On =y t=1,2 ..., N)

Productos escalares y normas en la red:

N—-1
W, )= ‘Z vy, lyl=V, »
-]

N
(v, vl= )]‘ma. Inl=vVu
=

= mi = mix
lylle "E%hly(nﬂ n"‘nwlznl
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Goloviné L.

ALGEBRA LINEAL
Y SUS APLICACIONES

(3® edici6n)

No ob 1 el libro contiene los problemas
Iundamentales del ‘curso ds filgebra lineal, asi como sus distintas
aplicaciones, incluyendo la investigacién de las curvas y super-
l cies de segundo orden, la i sobre t y otros pro-
blemas.
En el libro se exponen los conceptos primordiales referentes a los esps-
cios lineales y euclidianos, y a las transformaciones lineales; ldnmia
se estudian probl sobre y se obtiene la forma canénica
de las matrices de las transformaciones autoconjugada y otrogonal en
el espacio euclidiano, déndose ejemplos bésicos de la teoria de las
formas cuadriiticas.
Como suplemento a las formas cuadréticas, se examina la teoria
general de las lineas y superficies de aegunda orden. Dos capitulos
estédn consagrados a las transformaciones de Lorentz y nociones funda-
mentales de la teoria especial de la relatividad. En el capitulo sobre
grupna, ademiés de las defec ciones principales, se incluye una seleccién
e ejemplos.
Un mérlto evidente del libro es la acertada eleccién del material,
en el cual se han examinado gm emas que no entran en el programa
de los estudiantes de especialidades no mateméticas, pero pero que son de
cierto interés para éstos. Con ello, las indi previas
y el nivel de Ja exposicién son tales que, al leer el texto, los estudian-
tes no encuentran ninguna dificultad.
La obra estf destinada a estudiantes y profesores de centros de ensefiau-
za superior. También les es de gran utilidad a los ingenieros qlue
deseen conocer las nociones fundamentalea del ilgehra lineal, emp
ando una fuente que no exige informacién previa de mal.emét:cas
superiores.




Kagén V.
LOBACHEVSKI

En este libro se narra de la vida y de las actividades sociales y cientifi-
cas del eminente matemitico ruso N. 1. Loba .
Se relata en detalle sobre la nifiez y adolescencia del gran sabio, sobre
su fam.il:a pmluom dsl liceo que influyeron en la formacién del
r la del do del cientifico. El autor pres-
especial atencién a los afios estudiantiles de Lobachevski en
].|. Emvu‘ldld de Kazdn, y en particular, a sus estudios de las mate-
{«.1.}
Gran parte de la obra ati dedicada a la nclindad cientifica de Loba-
chevski. El lector § el 1 de dio titulado "Geometria”,
donde por primera vez la geometrfa absoluta fue separada de la eucli-
diana. Se trata en detalle la creacién de la geometria no euclidiana,
se analiza el trabajo “Geometrfa, investigacién de la teoria de las
lineas paralelas". Un apartado impnrhnte del libro se destina a los
afios méds fructiferos de la obra de Lobachevski (1827—1846), en que
fuera rector de la Universidad de Kazén. En este periodo él publicé
sus trabajos méds notables: “Sobre los principios de la Feumetrin

Nuevos 'pnncip\u de la geometrfa con la teorfa completa de las
, etc., que son li El ig te apartado ha sido
dediudo a la relacién de sus fneos hacia 188 ideas de

Lobachevski, al desarrollo de estas ideas en los afios ulteriores, a la
I’phcaeién dela geometria de Lobachevaki a otras partes de las matemé-
ticas, asi como a la mecénica, fisica y cosmologia.
Este libro muluri sin durln de inten?: a eotuduntiu, maestros, pro-
ya a las mat




